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Ïîëóïðîñòûå âåùåñòâåííûå àëãåáðû Ëè.
Íàïîìíèì, ÷òî: àëãåáðà Ëè g íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 íàçûâàåòñÿ ïîëóïðî-

ñòîé, åñëè åå ðàäèêàë (ìàêñèìàëüíûé ðàçðåøèìûé èäåàë) íóëåâîé. Ýêâèâàëåíòíî:
ôîðìà Êèëëèíãà B(x, y) = Tr ad x ad y íåâûðîæäåíà. Âñÿêàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè
åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ïðîñòûõ. Ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðà Ëè g - ýòî ïðÿìàÿ ñóììà ïîëóïðî-
ñòîé è öåíòðà g. Ýêâèâàëåíòíî, àëãåáðà Ëè g ðåäóêòèâíà, åñëè åå ïðèñîåäèíåííîå
ïðåäñòàâëåíèå ïîëóïðîñòî.
Äëÿ âñêîé âåùåñòâåííîé àãåáðû Ëè g åå êîìïëåêñèôèêàöèÿ gC - ýòî ñëåäóþùàÿ

àëãåáðà Ëè íàä C: êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî gC = g ⊗R C, ò.å., gC ñîñòîèò èç
ýëåìåíòîâ âèäà x+ iy, x, y ∈ g. Êîììóòàòîð ëèíåéíî ïðîäîëæàåòñÿ ñ g, ò.å.,

[x1 + iy1, x2 + iy2] = [x1, x2]− [y1, y2] + i([x1, y2] + [x2, y1])

Èñõîäíàÿ àëãåáðà g âûäåëÿåòñÿ â gC â êà÷åñòâå íåïîäâèæíûõ òî÷åê àíòèëèíåéíîé
èíâîëþöèè σ, (ñî ñâîéñòâàìè σ2 = 1, σ([x, y]) = [σ(x), σ(y)], σ(λx) = λ̄σ(x)):

σ(x+ iy) = x− iy

è íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ôîðìîé gC. Àëãåáðà Ëè gC ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà è êàê
âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè. Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî âåùåñòâåííî-
ëèíåéíîìó îïåðàòîðó J (óìíîæåíèå íà i) ñî ñâîéñòâàìè J2 = −1, J([x, y]) = [x, J(y)].
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî êîìïëåêñèôèêàÿ ïîëóïðîñòîé (ðåäóêòèâíîé) âåùåñòâåííîé àë-
ãåáðû Ëè ïîëóïðîñòà (ðåäóêòèâíà). Òàêèì îáðàçîì, îïèñàíèå ïîëóïðîñòûõ âåøå-
ñòâåííûõ àëãåáð Ëè - ýòî îïèñàíèå âåùåñòâåíûõ ôîðì ïîëóïðîñòûõ êîìïëåêñíûõ
àëãåáð Ëè. Îäíàêî, îïèñàíèå ïðîñòûõ àëãåáð Ëè íàä R íå ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ
âåùåñòâåííûõ ôîðì ïðîñòûõ àëãåáð Ëè íàä C. Ïðè÷èíà: êîìïëåêñèôèêàöèÿ êîì-
ïëåêñíîé àëãåáðû Ëè g, ðàññìàòðèâàåìîé êàê âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè, èçîìîðôíà
g ⊕ g - ñì. çàäà÷è ñåìèíàðà è ïðèìåð 2.
Êàæäàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè ḡ íàä C èìååò äâå âûäåëåííûå âåùåñòâåííûå

ôîðìû - ðàñùåïèìóþ è êîìïàêòíóþ. Ñîîòâåòñòâóþùèå àíòèëèíåéíûå èíâîëþöèè τs
è τc äîñòàòî÷íî îïèñàòü íà îáðàçóþùèõ Øåâàëëå hi, ei, fi; - äàëåå ïðîäîëæàþòñÿ ïî
àíòèëèíåéíîñòè è ãîìîìîðôíîñòè.

τs(hi) = hi, τs(ei) = ei, τs(fi) = fi,

τc(hi) = −hi, τc(ei) = −fi, τc(fi) = −ei,

Â áàçèñå Êàðòàíà-Âåéëÿ ðàñùåïèìàÿ ôîðìà ḡ ñîñòîèò èç ëèíåíéíûõ êîìáèíàöèé ñ
âåùåñòâåííûìè êîýôèöèåíòàìè âåêòîðîâ eα è hα, à êîìïàêòíàÿ - èç ëèíåéíûõ êîì-
áèíàöèé ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè âåêòîðîâ ihα, (eα − e−α) è i(eα + e−α).
Íàïðèìåð, ðàñùåïèìàÿ ôîðìà àëãåáðû sl(n,C) - ýòî sl(n,R), à êîìïàêòíàÿ - àëãåáðà
Ëè u(n) ãðóïïû óíèòàðíûõ ìàòðèö. Â îáùåì ñëó÷àå íåñëîæíî âû÷èñëèòü ôîðìó
Êèëëèíãà íà íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ èíâîëþöèè τc è óáåäèòüñÿ. ÷òî îíà îòðèöàòåëü-
íî îïðåäåëåíà, à ýòî - õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî êîìïàêòíûõ ïîëóïðîñòûõ ãðóïï
Ëè. Â ñàìîì äåëå, åñëè ãðóïïà êîìïàêòíà, òî äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (à
îíî èìååò âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû) ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííóþ âåùåñòâåííóþ ôîðìó è óñðåäíèòü ïî ãðóïïå. Ïîëó÷èì èíâàðèàíòíóþ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ôîðìó íà àëãåáðå Ëè. Â íåé â îðòîíîðìèðîâàííîì áà-
çèñå îïåðàòîðû adx ïðåäñòàâëåíû êîñîñèììåòðè÷åñêèìè ìàòðèöàìè aij, çíà÷èò, ñëåä
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ad2x ðàâåí ∑
ij

aijaji = −
∑
i<j

a2
ij

Ó÷èòûâàÿ íåâûðîæäåííîñòü ôîðìû (èç ïîëóïðîñòîòû), ïîëó÷àåì îòðèöàòåëüíóþ
îïðåäåëåííîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ôîðìà Êèëëèíãà B(x, y) îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåíà, òî ôîðìà −B(x, y) òàêæå èíâàðèàíòíà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Â íåé
àëãåáðà Ëè äåéñòâóåò êîñîñèììåòðè÷åñêèìè ìàòðèöàìè, à çíà÷èò, ïðèñîåäèíåííàÿ
ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç îò îïåðàòîðîâ exp adx, ñîñòîèò èç îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö è
ïîòîìó êîìïàêòíà. Åå , èëè åå ðàñøèðåíèå ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé ãðóïïû, ìîæíî
âûáðàòü â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóïðîñòîé êîìïàêòíîé ãðóïïû ñ çàäàííîé
àëãåáðîé Ëè.
Êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå è êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ ãðóïï îñíîâàíà

íà ñëåäóþùåé òåîðåìå

Òåîðåìà Ïóñòü ḡ - ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè íàä C, g - åå âåùåñòâåííàÿ ôîðìà,
âûäåëÿåìàÿ àíòèëèíåéíîé èíâîëþöèåé σ, u - êîìïàêòíàÿ ôîðìà, âûäåëÿåìàÿ èíâî-
ëþöèåé τ . Òîãà ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíî ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì ϕ àëãåáðû ḡ, òàêîé,
÷òî âåùåñòâåííàÿ êîìïàêòíàÿ ôîðìà ϕ(u) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî σ.

Ïåðåôîðìóëèðîâêè: à) ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ôîðìà ḡ ñîïðÿæåíà âåùåñòâåííîé
ôîðìå, ñîãëàñîâàííîé ñ çàäàííîé êîìïàêòíîé ôîðìîé;
á) èíâîëþöèè σ è τ ìîãóò áûòü âûáðàííûìè êîììóòèðóþùèìè. Â ÷àñòíîñòè, çà-

äà÷à êëàññèôèêàöèè âåùåñòâåííûõ ôîðì ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè ëèíåéûõ
èíâîëþòèâíûõ àâòîìîðôèçìîâ θ = τσ àëãåáðû Ëè ḡ, êîììóòèðóþùèõ ñ àíòèëèíåé-
íîé èíâîëþöèåé τc

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B( , ) - (êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ) ôîðìà Êèëëèíãà íà ḡ. Òîãäà
Bτ (x, y) = −B(x, τ(y)) - ýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôîðìà íà ḡ. Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ âñÿêîãî x ∈ u

Bτ (x, x) = −B(x, τ(x)) = −B(x, x) > 0

ïîñêîëüêó u êîìïàêòíà. Ïîëîæèì N = στ . Òîãäà ëèíåéíûé îïåðàòîð N ñàìîñîïðÿ-
æåí îòíîñèòåëüíî ýòîé ôîðìû:

Bτ (Nx, y) = −B(στx, τy) = −B(σ2τx, στy) = −B(τx, στy) =

−B(τ 2x, τστy) = −B(x, τστy) = Bτ (x,Ny)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî σ è τ - àâòîìîðôèçìû. Çíà÷èò, N äèàãîíàëèçóåì ñ âåùå-
ñòâåííûìè íåíóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Ïîëîæèì P = N2. Ó ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà P ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû, è ïîòîìó îïðåäåëåí îïåðàòîð P t

äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî t. Ïîñêîëüêó τNτ−1 = τσττ = τσ = N−1, òî æå ðàâåíñòâî
âåðíî äëÿ P è åãî ñòåïåíåé,

τP tτ−1 = P−t ⇔ τP t = P−t

Ïîëîæèì ϕ = P 1/4. Òîãäà τ1 = P 1/4τP−1/4.

στ1 = σP 1/4τP−1/4 = στP−1/2 = NP−1/2,

τ1σ = P 1/4τP−1/4P 1/2τσ = P 1/2N−1
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Îáà îïåðàòîðà NP−1/2 è P 1/2N−1 äèàãîíàëüíû â ñîáñòâåííîì áàçèñå N è èìåþò
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ±1 â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ N è ïîòîìó
ñîâïàäàþò. �

Òåïåðü âñþäó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èíâîëþöèè σ è τ êîììóòèðóþò. Òîãäà θ = στ
- ëèíåéíûé èíâîëþòèâíûé àâòîìîðôèçì ḡ, ñîõðàíÿþùèé âåùåñòâåííóþ ôîðìó g.
Îí íàçûâàåòñÿ èíâîëþöèåé Êàðòàíà. Ïóñòü

k = {x ∈ g|θ(x) = x}, p = {x ∈ g|θ(x) = −x}
Òîãäà

g = k⊕ p, [k,k] ⊂ k, [k,p] ⊂ p, [p,p] ⊂ k

Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîçíà÷íóþ ñèììåòðè÷íóþ ôîðìó íà g:

Bθ(x, y) = −B(x, θy)

Òåîðåìà a) Ôîðìà Bθ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
á) îïåðàòîðû adz êîñîñèìåòðè÷íû äëÿ z ∈ k è ñèììåòðè÷íû äëÿ z ∈ p. Äîêàçàòåëüñòâî

ïóíêòà à) ñîäåðæèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé, îñíîâíîé òåîðåìû. Ïóíêò á).
Ïóñòü, íàïðèìåð, z ∈ p. Òîãäà

Bθ(adz x, y) = −B([z, x], θy) = −B(θ([z, x], y) = B([z, θx], y) = −B(θx, [z, y]) = Bθ(x, adz y)

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì:
1) Âñå îïåðàòîðû adx, x ∈ p ïîëóïðîñòû c âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíè-

ÿìè è âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëåæàò â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå g
2) ïîäàëãåáðà k - ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ â g
3) áèëèíåéíàÿ ôîðìà Bθ îïðåäåëÿåò íà âåùåñòâåííîé ãðóïïå G ëåâîèíâàðèàíò-

íóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó (ïðè ïîìîùè ïðàâûõ ñäâèãîâ), êîòîðàÿ â ñèëó ïåðâîé ÷àñòè
ïóíêòà á) òåîðåìû ñïóñêàåòñÿ íà îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/K
Âñÿêóþ ìàêñèìàëüíóþ àáåëåâó ïîäàëãåáðó a â p íàçûâåì (âåêòîðíîé, èëè ðàñ-

ùåïèìîé) êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðîé âåùåñòâåííîé àëãåáðû Ëè g. Â ñèëó 1) èìååò
ìåñòî êîðíåâîå ðàçëîæåíèå

g = ⊕α∈∆gα, [a, x] = α(a)x ∀x ∈ gα

Âåêòîðû α ∈ a∗ îáðàçóþò ò.í. îãðàíè÷åííóþ ñèñòåìó êîðíåé. Â îòëè÷èå îò ñèñòåìû
êîðíåé êîìïëåêñíîé àëãåáðû Ëè, ýòà ñèñòåìà êîðíåé íåïðèâåäåííàÿ, ò.å., âìåñòå ñ
êîðíåì α â ñèñòåìó êîðíåé ìîæåò âõîäèòü è êîðåíü 2α. Êðîìå òîãî, êîðíåâûå ïðî-
ñòðàíñòâà íåîäíîìåðíû ("êîðíè èìåþò êðàòíîñòè").

Ïðèìåðû 1. Àëãåáðà Ëè g = sl(n,R). Êîìïëåêñèôèêàöèÿ ḡ = sl(n,C). Âûäåëÿåòñÿ
èíâîëþöèåé σ(g) = ḡ. Êîìïàêòíàÿ èíâîëþöèÿ ñòàíäàðòíàÿ: τ(g) = −g∗ = −ḡt. Èíâî-
ëþöèÿ Êàðòàíà: θ(g) = στ(g) = −gt. Êàðòàíîâñêîå ðàçëîæåíèå ñîñòîèò â ðàçëîæåíèè
ìàòðèöû â ñóììó êîñîñèììåòðè÷íîé è ñèììåòðè÷íîé

k : gt = −g, p : gt = g

Íà ãðóïïîâîì óðîâíå ðàçëîæåíèþ Êàðòàíà ñîîòâåòñòâóåò ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå âå-
ùåñòâåííîé ìàòðèöû â ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíîé è ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé. Â êà÷åñòâå âåêòîðíîé êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû a ⊂ p ìîæíî âûáðàòü
ïîäàëãåáðó äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö. Êîðíåâîå ðàçëîæåíèå áóäåò èìåòü òèï An−1, êîð-
íåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ íåíóëåâûõ êîðíåé îäíîìåðíû è ïîðîæäåíû ìàòðè÷íûìè
åäèíèöàìè Eij.
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2. Àëãåáðà Ëè g = sl(n,C). Êîìïëåêñèôèêàöèÿ èçîìîðôíà g ⊕ g, c êîìïëåêñíîé
ñòðóêòîðîé J = (i,−i) (ò.å., óìíîæåíèå íà i â ïåðâîì ñîìíîæèòåëå è íà−i âî âòîðîì),
â êîòîðîé g âûäåëÿåòñÿ êàê äèàãîíàëü - íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èíâîëþöèè σ(g1, g2) =
(g2, g1). Êîìïàêòíàÿ èíâîëþöèÿ τ(g1, g2) = (−g∗1,−g∗2). Êàðòàíîâñêèé àâòîìîðôèçì

θ(g1, g2) = (−g∗2,−g∗1)

Îãðàíè÷åíèå θ íà g ïîñëå îòîæäåñòâëåíèÿ g ñ äèàãîíàëüþ â g⊕g ïåðåâîäèò ìàòðèöó
g â−g∗. Òàêèì îáðàçîì, êàðòàíîâñêîå ðàçëîæåíèå ñîñòîèò â ðàçëîæåíèè êîìïëåêñíîé
ìàòðèöû â ñóììó àíòèýðìèòîâîé è ýðìèòîâîé:

k : g∗ = −g, p : g∗ = g

Íà ãðóïïîâîì óðîâíå ýòîìó òàêæå ñîîòâåòñòâóåò ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå êîìïëåêñíîé
ìàòðèöû â ïðîèçâåäåíèå óíèòàðíîö è ýðìèòîâîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Âåê-
òîðíàÿ êàðòàíîâñêàÿ ïîäàëãåáðà a ⊂ p òà æå, ÷òî è â sl(n,R). Íåèçìåííàÿ è ñèñòåìà
êîðíåé, òîëüêî òåïåðü êàæäûé íåíóëåâîé êîðåíü èìååò êðàòíîñòü 2 ñ êîðíåâûìè
âåêòîðàìè Eij è iEij.

3. Àëãåáðà Ëè g = su(1, n− 1). Ñîñòîèò èç ìàòðèö g, òàêèõ, ÷òî g∗I + Ig = 0, ãäå
I - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà c −1 â ëåâîì âåðõíåì óãëó, I = −E11 + E22 + . . . + En,n.
Êîìïëåêñèôèêàöèÿ èçîìîðôíà sl(n,C). Èíâîëþöèÿ τ ñòàíäàðòíàÿ. Èíâîëþöèÿ σ:
σ(g) = −I−1g∗I, òàê ÷òî èíâîëþöèÿ Êàðòàíà

θ(g) = I−1gI.

Ðàçëîæåíèå Êàðòàíà ïðåäñòàâëÿåò ìàòðèöó èç g = su(1, n−1) â âèäå ñóììû áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîé èç k = s(u(1)⊕ u(n− 1)) è ìàòðèöû èç p ñ íåíóëåâûìè âíåäèàãîíàëü-
íûìè áëîêàìè ðàçìåðîâ 1 × (n − 1) è (n − 1) × 1. Ìàêñèìàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ
ïîäàëãåáðà a â p îäíîìåðíà. Â åå êà÷åñòâå ìîæíî âçÿòü ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå
íà E1n + En1. Êîðíåâûå âåêòîðû äëÿ íåíóëåâûõ êîðíåé:

(E1i +Ei1)± (En1−Ein), i(E1i−Ei1)± i(En1 +Ein), i(E1n−En1)± i(E11−Enn)

Ñèñòåìà êîðíåé:

−2α −α 0 α 2α
• ←− • ←− • −→ • −→ •
1 2(n− 2) (n− 2)2 + 1 2(n− 2) 1

Ñâåðõó îáîçíà÷åíû êîðíè, ñíèçó - èõ êðàòíîñòè. Ñèñòåìà êîðíåé íåïðèâåäåííàÿ.1
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1Íà ñåìèíàðå êðàòíîñòè êîðíåé áûëè âûïèñàíû íåâåðíî: n− 2 âìåñòî 2(n− 2)


