
Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè II. Çàäà÷è ïî âòîðîé ÷àñòè êóðñà (ìàðò-àïðåëü
2017)

Ýòà ÷àñòü êóðñà àâòîìàòè÷åñêè çà÷èòûâàåòñÿ òåì, êòî ïîñåòèë áîëüøóþ ÷àñòü
çàíÿòèé è ñåìèíàðîâ. Äëÿ çà÷åòà ìîæíî òàêæå ñäàòü ïèñüìåííî îäíó èç

ïðåäëîæåííûõ íèæå çàäà÷. ×àñòü èç íèõ ïðåäëàãàëàñü (íî íå ðàçáèðàëàñü) íà
ñåìèíàðàõ

Çàäà÷à 1. Ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè âåùåñòâåííîé ãðóïïû SL(2,C) îïðåäå-
ëÿþòñÿ êàê èíäóöèðîâàííûå ñ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîäãðóïïû âåðõíåòðå-
óãîëüíûõ ìàòðèö.
à) Îïèøèòå ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèé íà ãðóïïå (êàê èíäóöèðîâàí-

íûå). Êàêèìè ïàðàìåòðàìè îíè çàäàþòñÿ?
á) îïèøèòå ÿâíî íåêîìïàêòíóþ ðåàëèçàöèþ ïðåäñòàâëåíèé
â) êàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äâîéñòâåííû è êàêèå îáðàçóþò îñíîâíóþ óíèòàðíóþ ñå-

ðèþ?
ã)∗ îïèøèòå êîìïàêòíóþ ðåàëèçàöèþ è ñïåêòð (îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ íà ìàê-

ñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó)

Çàäà÷à 2. Ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè ïîëóïðîñòîé âåùåñòâåííîé ãðóïïûG îïðå-
äåëÿþòñÿ êàê èíäóöèðîâàííûå ñ (êîíå÷íîìåðíûõ) íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ìàê-
ñèìàëüíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû P . Ïîäãðóïïà P ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: ïóñòü G = KAN ðàçëîæåíèå Èâàñàâà G, ãäå K - ìàêñèìàëüíàÿ
êîìïàêòíàÿ, A = exp a - êîììóòàòèâíàÿ âåêòîðíàÿ, N - íèëüïîòåíòíàÿ. Òîãäà

P = MAN,

ãäå M - öåíòðàëèçàòîð A â K.
à) Îïèøèòå ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè ãðóïï SL(n,R) è SL(2,C). Êàêèìè

ïàðàìåòðàìè îíè çàäàþòñÿ?
á) îïèøèòå ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû SU(1, n)
â) îïèøèòå ñïåêòð (îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó) ïðåä-

ñòàâëåíèÿ îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû SU(1, n)

Çàäà÷à 3. a) Ïîêàæèòå, ÷òî, ïîìèìî îñíîâíîé óíèòàðíîé ñåðèè Diρ,ε, èíâàðèàíòíîé
óíèòàðíîé ñòðóêòóðîé îáëàäàþò òàêæå ïðåäñòàâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ñåðèè Ds,0,
ãäå s - äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, −1 < s < 1;
á) ýòèì èñ÷åðïûâàåòñÿ ñïèñîê óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé îñíîâíîé ñåðèè SL(2,R)
â)∗ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðåäñòàâëåíèÿõ äîïîëíèòåëüíîé ñåðèè ìîæåò áûòü

îïðåäåëåíî ôîðìóëîé

(f1, f2) =

∫ ∞
−∞
|x1 − x2|−s−1f(x1)f̄(x2)dx1dx2

êîòîðàÿ ïðè s > 0 ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñ îáëàñòè
s < 0.

Çàäà÷à 4. Â ðåàëèçàöèè èíäóöèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (ò.å., â âèäå ôóíêöèé íà
ãðóïïå, òàêèõ, ÷òî f(pg) = χ(p)f(g) äëÿ âñÿêîé âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû p =

1



2(
λ−1 a
0 λ

)
ãäå χ(p) = |λ|s−1 sgnε λ ñïëåòàþùèé îïåðàòîð Aχ : Dχ → D−χ ìåæäó ïðåä-

ñòàâëåíèÿìè îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû SL(2,R) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå àíàëèòè-
÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ èíòåãðàëà

(1) Aχf(g) =

∫
N

f(nwg)dn, ãäå w =

(
0 1
−1 0

)
à N - ïîäãðóïïà âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.
a) Ïðîâåðüòå, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ (1), ñïëåòàþùåå ñâîéñòâî îïåðàòîðà Aχ
á) ïîêàæèòå, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ñîâïàäàåò ñ îïèñàííûì â ëåêöèè 2
â)∗ Ïðåäñòàâëåíèå Dχ îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû SL(3,R) òî÷íî òàêæå îïðåäåëÿåò-

ñÿ êàê èíäóöèðîâàííîå ñ îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäãðóïïû âåðõíåòðåóãîëüíûõ
ìàòðèö (è íóìåðóåòñÿ äâóìÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è äâóìÿ çíàêàìè). Ïî êàæäîìó
ýëåìåíòó ãðóïïû Âåéëÿ S3 ïîñòðîéòå ñïëåòàþùèé îïåðàòîð ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè
îñíîâíîé ñåðèè

Çàäà÷à 5. Âåùåñòâåííàÿ ôîðìà SU∗(2n) = SL(n,H) ãðóïïû êîìïëåêñíûõ óíèìî-
äóëÿðíûõ ìàòðèö îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäãðóïïà ãðóïïû SL(2n,C), ñîñòîÿùàÿ èç åå
ýëåìåíòîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì J , ãäå

J(z1, ...zn, zn+1, ..., z2n) = (z̄n+1, ..., z̄2n,−z̄1, ...,−z̄n)

à) Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà è åå àëãåáðà Ëè îïèñûâàþòñÿ áëî÷íûìè ìàòðèöàìè(
A B
−B̄ Ā

)
ñ óñëîâèÿìè íà äåòåðìèíàíò è ñëåä ñîîòâåòñòâåííî. Îïèøèòå êîìïëåêñè-

ôèêàöèþ àëãåáðû Ëè, âåùåñòâåííóþ èíâîëþöèþ, ìàêñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîä-
ãðóïïó, âåêòîðíóþ ïîäàëãåáðó Êàðòàíà è êîðíåâîå ðàçëîæåíèå.
á)∗ îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî G/K

Çàäà÷à 6. Ïîêàæèòå, ÷òî:
à) ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð â R2m

á) ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ñòðóêòóð â Cm

â) ïðîñòðàíñòâî êâàòåðíèîííûõ ñòðóêòóð â C2m

ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Êàêîâû èõ ãðóïïû èçîìåòðèé?
ã)∗ îïèøèòå äâîéñòâåííûå ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà


