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Для параметра τ ∈ C, Imτ > 0 определим тэта-функцию

θ(z) = θ1(z|τ) = ı
∑
m∈Z

(−1)mq(m−
1
2 )

2

e(m−
1
2 )2πız,

где q(τ) = eıπτ, эллиптическую кривую Λτ = C/{Z + τZ} и пространство
Θ

(n)
α,β = {f − целая | f(z + 1) = e2πiαf(z), f(z + τ) = e−πinτ−2πinz−2πiβf(z)}
1. Покажите, что θ(z) является целой нечётной функцией.

2. Покажите, что θ(z) ∈ Θ
(1)
1
2 ,

1
2

, то есть

θ(z + 1) = −θ(z)
θ(z + τ) = −q−1e−2πizθ(z).

3. Найдите нули функции θ(z) и покажите, что они простые

4. Покажите, что если для набора αi ∈ C выполняется
n∑
i=1

αi = 0, то при

любом наборе ai ∈ Λτ

ω(z) =

n∑
i=1

αi
θ′(z − ai)
θ(z − ai)

dz

является корректно определённой 1-формой на Λτ .

5. Покажите, что если целая функция ξ(z) без нулей в C удовлетворяет

ξ(z + 1) = ξ(z)
ξ(z + τ) = e2πiλξ(z), λ ∈ C

то λ = 0 mod Z + τZ и найдите ξ(z).

6. Покажите, что если мероморфная на Λτ функция ϕ(z) имеет n нулей
и столько же полюсов, то для некоторых наборов ai, bj ∈ Λτ и C ∈ C, k ∈ Z

ϕ(z) = C · θ(z − a1) · · · θ(z − an)

θ(z − b1) · · · θ(z − bn)
e2πikz

Определите условия на возможные положения ai, bj .

7. Докажите, что dim Θ
(n)
α,β = n

8. Докажите, dim Θ
(n)+
0,0 подпространства чётных тэта-функций с нуле-

выми характеристиками равна n+2
2 для чётных и n+1

2 для нечётных n.

9. Докажите тождество

θ(a+ b)θ(a− b)θ(z + c)θ(z − c) + θ(b+ c)θ(b− c)θ(z + a)θ(z − a)+
+θ(c+ a)θ(c− a)θ(z + b)θ(z − b) = 0

10. Докажите, что

θ(z) = 2q
1
4 sin(πz)

∞∏
n=1

(1− q2n)(1− q2ne2πiz)(1− q2ne−2πiz)


