
Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè II. Ñåìèíàð 19.04.17

Çàäà÷à 1. à) Ïîêàæèòå, ÷òî ñèììåòðè÷åñêèå n× n ìàòðèöû îáðàçóþò ñèììåòðè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî.

á) ×åìó ðàâíà ãðóïïû èçîìåòðèé, ñòàáèëèçàòîð òî÷êè?
â) îïèøèòå èíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó
ã) îïèøèòå ÿâíî îòðàæåíèå â êàæäîé òî÷êå

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî âåùåñòâåííûé ãðàññìàíèàí GR(k, n) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè-
÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü (g, θ) - îðòîãîíàëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè, g = k + p -
åå ðàçëîæåíèå Êàðòàíà. Ïîëîæèì g∗ = k + ip ⊂ gC, θ

∗(X + iY ) = X − iY , X ∈ k,
Y ∈ p. Òîãäà (g∗, θ∗) - òîæå îðòîãîíàëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè, íàçûâàåìàÿ
äâîéñòâåííîé ê (g, θ)

Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì ïîëóïðîñòóþ êîìïëåêñíóþ àëãåáðó Ëè (íàïðèìåð, sl(n,C))
êàê âåùåñòâåííóþ àëãåáðó Ëè. Îíà îïðåäåëÿåò îðòîãîíàëüíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ àë-
ãåáðó Ëè (g, θ), ãäå θ(g) = −g∗ è ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî G/K, ãäå G- ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ êîìïëåêñíàÿ ãðóïïà ëè, K- åå ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà.
Îïèøèòå äâîéñòâåííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ àëãåáðó Ëè è ñîîòâåòñòâóþùåå ñèììåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäà÷à 5. à) ïðèäóìàéòå ðåàëèçàöèþ ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà SL(n,R)/SO(n)
á) îïèøèòå â íåì ëîêàëüíûå îòðàæåíèÿ è èíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó
á) ïîêàæèòå, ÷òî äâîéñòâåííîå êîìïàêòíîå ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò

èç âåùåñòâåííûõ ñòðóêòóð

Çàäà÷à 6. Îïèøèòå ãðóïïó U(n) êàê ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
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