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Ïóñòü g = ⊕α∈∆gα - êîðíåâîå ðàçëîæåíèå ïîëóïðîñòîé âåùåñòâåííîé àëãåáðû g
îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ âåêòîðíîé êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû a ∈ p,
òàê ÷òî

[H,Xα] = α(H)Xα äëÿ ëþáûõ H ∈ a, Xα ∈ gα

Ïðèìåíèì ê ýòîìó ðàâåíñòâó èíâîëþòèâíûé àâòîìîðôèçì θ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî θ(Y ) =
−Y äëÿ ëþáîãî Y ∈ p, ïîëó÷àåì

[H, θ(Xα)] = −α(H)θ(Xα)

Òàêèì îáðàçîì, èíâîëþöèÿ θ ïåðåâîäèò ïðîñòðàíñòâî gα â g−α, à ñóììà gα + g−α
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî θ. Ââåäåì óïîðÿäî÷åíèå â ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ êîðíåé
∆ \ 0 = ∆+ t ∆−. Ïîëîæèì n = ⊕α∈∆+ga. Òîãäà n � íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãåáðà g.
Ïóñòü {X i

α} - áàçèñ ïðîñòðàíñòâà gα äëÿ α ∈ ∆+. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ â
ïðîñòðàíñòâå gα + g−α âîçüìåì âåêòîðû X i

α è Y
i
α = X i

α + θ(X i
α). Òîãäà âåêòîðû {X i

α}
ïîðîæäàþò ïîäàëãåáðó n, à ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà gθ0 è Y i

α, ñîâïàäàåò ñ k.
Òàêèì, îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå Èâàñàâà àëãåáðû Ëè g â ïðÿìóþ ñóììó
ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé ïîäàëãåáðû k, âåêòîðíîé êàðòàíîâñêîé è íèëüïîòåíòíîé:

g = k + a + n

Ýòî ðàçëîæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî îäíîçíà÷íîãî ðàçëîæåíèÿ Èâàñàâà âåùåñòâåííîé
ãðóïïû â ïðîèçâåäåíèå ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé K, âåêòîðíîé A = exp a è íèëü-
ïîòåíòíîé N ,

G = KAN

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â êíèãå Õåëãàñîíà. Àðãóìåíòû îäíîçíà÷-
íîñòè, â ñóùíîñòè, òîïîëîãè÷åñêèå: êîìïàêòíàÿ ãðóïïà íå ìîæåò èìåòü ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ A = Rr

+ èëè íèëüïîòåíòíîé N . Äëÿ îáùèõ ëèíåéíûé ãðóïï G = GL(n,R) è
G = GL(n,C) ðàçëîæåíèå Èâàñàâà õîðîøî èçâåñòíî èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû ïîä
íàçâàíèåì îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà.

Ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ ñèììåò-

ðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ X ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ
sp : M →M , äèôôåðåíöèàë êîòîðîé ðàâåí −Id íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå â òî÷-
êå p. Ýòà èçîìåòðèÿ ïî íåîáõîäèìîñòè ïåðåâîäèò ãåîäåçè÷åñêèå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
p â ñåáÿ, îòðàæàÿ â íèõ íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð t, t → −t. Ðàññìîòðåíèå êîìïîçè-
öèè îòðàæåíèé ñ öåíòðàìè âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé ïðèâîäèò ê âûâîäó î ãåîäåçè÷åñêîé
ïîëíîòå X è òðàíçèòèâíîñòè äåéñòâèÿ íàM ãðóïïû èçîìåòðèé. Òàêèì îáðàçîì, ñèì-
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ôàêòîðà M = G/K, ãäå
G - íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû èçîìåòðèé M , K - ñòàáèëèçàòîð íåêîòîðîé òî÷êè
p ∈ M . Ïîñêîëüêó K äåéñòâóåò îðòîãîíàëüíûèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå TpM , åå åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü êîìïàêòíîé, èíâàðèàíòíîé îòíîñè-
òåëüíî èíâîëþòèâíîãî àâòîìîðôèçìà θ : G→ G,

θ(g) = spgs
−1
p

Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííûé ïðèìåð ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà - ýòî ôàêòîð
M = G/K, ñíàáæåííûé ìåòðèêîé, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ëåâûõ ñäâèãîì ýëå-
ìåíòàìè G, ãäå K - êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà, ñîâïàäàþùàÿ ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè
èíâîëþòèâíîãî àâòîìîðôèçìà θ : G→ G.
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Ïðèìåðû 1. M = Rn. Ìåòðèêà ñòàíäàðòíàÿ åâêëèäîâà ïëîñêàÿ. Ëîêàëüíîå îòðà-
æåíèå sp(y) = e − 2p. M ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ôàêòîðà ãðóïïû äâèæåíèé G =
O(n) n Rn ïî îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå O(n), êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî èíâî-
ëþöèè θ : G→ G, ãäå θ(o · x) = o · (−x) , o ∈ O(n), x ∈ Rn.

2. M = Sn (åäèíè÷íàÿ ñôåðà â n+ 1-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå), M = {x ∈ Rn|(x, x) =
1}. Ëîêàëüíîå îòðàæåíèå � îñåâàÿ ñèììåòðèÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

x, sx(y) = −y + 2 (x,y)
(x,x)

x = −y + (x, y)x. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ôàêòîðà M = O(n +

1)/O(n) äâóõ îðòîãîíàëüíûé ãðóïï. Èíâîëþöèÿ, âûäåëÿþùàÿ O(n) - ñîïðÿæåíèå ñ
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé I = −e11 + e22 + . . .+ en+1,n+1.

3. M = Hn (n- ìåðíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî) - âåðõíÿÿ ïîëà äâóïîëîñò-
íîãî ãèïåðáîëîèäà −x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n+1 = −1, x1 > 0. Ýòî ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ
ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè (x, y) = −x1y1 + x2y2 + . . . +
xn+1yn+1 â Rn+1. Ëîêàëüíîå îòðàæåíèå ïèøåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé

sx(y) = −y + 2
(x, y)

(x, x)
x = −y − 2(x, y)x.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ôàêòîðM = O(1, n)0/O(n) ñâÿçíîé êîìïîíåíòû O(1, n)0 ãðóïïû
O(1, n) ïî ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé ïîäãðóïïå. Èíâîëþöèÿ, âûäåëÿþùàÿ O(n) -
ñîïðÿæåíèå ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé I = −e11 + e22 + . . .+ en+1,n+1.

4. Âñÿêàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè U ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ
ìåòðèêîé, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ëåâûõ è ïðàâûõ ñäâèãîâ (òàêîâàÿ ñóùåñòâó-
åò áëàãîäàðÿ îïåðàöèè óñðåäíåíèÿ ïî ãðóïïå). Îòðàæåíèå â åäèíèöå se(u) = u−1.
Íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, ñîïðÿãàÿ ýòî îòðàæåíèå ëåâûìè èëè ïðàâûìè ñäâèãàìè, ÷òî
ñîïðÿæåíèå ñ öåíòðîì â òî÷êå p ∈ U çàäàåòñÿ ôîðìóëîé sp(u) = pu−1p. Ëåâûå è ïðà-
âûå ñäâèãè ïîðîæäàþò ïîäãðóïïó U×U â ãðóïïå èçîìåòðèé U , òàê ÷òî U ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíà êàê ôàêòîð ãðóïïû U × U ïî äèàãîíàëüíî âëîæåííîé U . Èíâîëþöèÿ θ
â ýòîé èíòåðïðåòàöèè - ïåðåñòàíîâêà P12 ñîìíîæèòåëåé.

Èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè-
âîäèò ê ñëåäóþùåìó ïîíÿòèþ.
Îïðåäåëåíèå. (ýôôåêòèâíàÿ) Îðòîãîíàëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè - ýòî

ïàðà (g, θ), ãäå g - âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè, θ : g→ g - èíâîëþòèâíûé àâòîìîðôèçì,
òàêîé, ÷òî:
à) ïîäàëãåáðà k íåïîäâèæíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíî âëîæåííîé ïîäàëãåáðîé

â g (ò.å., ïîäãðóïïà K ⊂ ⊂ Intg â ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïå Intg, ñîñòîÿùàÿ èç âíóò-
ðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ Adexp k, k ∈ k, êîìïàêòíà
á) (òåõíè÷åñêîå óñëîâèå �ýôôåêòèâíîñòè�) ζ(g) ∩ k = 0, ãäå ζ(g) îáîçíà÷àåò öåíòð

àëãåáðû Ëè g.
Â ÷àñòíîñòè, èç óñëîâèÿ à) ñëåäóåò, ÷òî:
- ôîðìà Êèëëèíãà àëãåáðû Ëè k îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà
- îãðàíè÷åíèå ôîðìû Êèëëèíãà g íà k îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíî
- ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå k â g ïîëóïðîñòî.
- íà g ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ìåòðèêà Q( , ), èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

k, ò.å., îïåðàòîðû adk, k ∈ k êîñîñèììåòðè÷íû â ýòîé ìåòðèêå
Èìååòñÿ òðè âûäåëåííûõ òèïà îðòîãîíàëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð Ëè:
1) � êîìïàêòíûé� òèï. Â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðà Ëè g êîìïàêòíà è ïîëóïðîñòà.
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2) �íåêîìïàêòíûé� òèï. Â ýòîì ñëó÷àå g - ïîëóïðîñòàÿ âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè,
k - åå ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäàëãåáðà, θ : g→ g - èíâîëþöèÿ Êàðòàíà. Èíâà-
ðèàíòíàÿ ìåòðèêà Q(x, y) = −B(x, θy).
3) �åâêëèäîâ� òèï. Çäåñü g - ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíîé ïîëóïðîñòîé

àëãåáðû Ëè k è åå êîíå÷íîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V . Àâòîìîðôèçì θ îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè θ(k) = k äëÿ k ∈ k è θ(v) = −v äëÿ v ∈ V .
Òåîðåìà. Âñÿêàÿ ýôôåêòèâíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè ðàñ-

êëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó òðåõ èäåàëîâ

g = gc ⊕ gn ⊕ ge,

êîìïàêòíîãî, íåêîìïàêòíîãî è åâêëèäîâà òèïà ñîîòâåòñòâåííî, èíâàðèàíòíûõ îòíî-
ñèòåëüíî θ.

Äîêàçàòåëüñòâî, â ñóùíîñòè, ñîñòîèò â ïðèâåäåíèè ïàðû ñèììåòðè÷åñêèõ ôîðì
Q è B ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ñîîòâåòñòâåííî, ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïî
êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî, ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ, åâêëèäîâûõ
è íåêîìïàêòíûõ:

M = Mc ×Me ×Mn

Ïîñëåäíèå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôàêòîðû ïîëóïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ ãðóïï ïî ìàê-
ñèìàëüíûì êîìïàêòíûì ïîäãðóïïàì.

Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ âåñüìà èçÿùíà. Âî-ïåðâûõ, ñèì-
ìåòðèè sp ïîçâîëÿþò ïðèäàòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýëåìåíòàì ïðîñòðàíñòâà p ⊂ g.
Ïðîñòðàíñòâî p åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ToM â
áàçèñíîé òîñêå o ïðîñòðàíñòâà M , ðåàëèçîâàííîãî êàê G/K. Âåêòîðó X ∈ p òåì ñà-
ìûì ñîîòâåòñòâóåò ãåîäåçè÷åñêàÿ γ(t). Îòðàæåíèå so ñîõðàíÿåò ýòó ãåîäåçè÷åñêóþ,
ïåðåâîäÿ òî÷êó γ(t) â òî÷êó γ(−t). Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà X ∈ ToM îáîçíà÷èì ÷åðåç
÷åðåç X(t) ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ X â òî÷êó γ(t) âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé γ. Ïîñêîëü-
êó èçîìåòðèè êîììóòèðóþò ñ ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè, îòðàæåíèå so ïåðåâîäèò
òàêæå X(t) â −X(−t). Êîìïîçèöèÿ sγ(a)sγ(b) ïåðåâîäèò òî÷êó γ(t) â γ(t + 2(a− b)) è
X(t) â X(t + 2(a − b)). Òåì ñàìûì (ïîñêîëüêó âñÿêàÿ èçîìåòðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâî-
èì çíà÷åíèåì è äèôôåðåíöèàëîì â îäíîé òî÷êå) êîìïîçèöèÿ τa−b = sγ(a)sγ(b) çàâèñèò
òîëüêî îò a−b è èçîìåòðèè τc ("òðàíñâåêöèè") îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóï-
ïó, τcτd = τc+d, èíôèíèòåçèìàëüíûì ãåíåðàòîðîì êîòîðîé êàê ðàç è áóäåò ýëåìåíò
X àëãåáðû Ëè g.
Òàêèì îáðàçîì, â ñèììåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû âäîëü ëþ-

áîé ãåîäåçè÷åñêîé ïîäíèìàþòñÿ äî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ãëîáàëüíûõ èçî-
ìåòðèé ïðîñòðàíñòâà, à ñàìà ãåîäåçè÷åñêàÿ òåì ñàìûì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãëîáàëüíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ Êèëëèíãà, ò.å., âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïðîèçâîäíàÿ Ëè êîòîðîãî îò ìåò-
ðèêè íóëåâàÿ.
Èìååòñÿ òàêæå ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè
∇. Ïî îïðåäåëåíèþ, òåíçîð êðèâèçíû R ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ â òî÷êå p ∈ M
ñîïîñòàâëÿåò äâóì êàñàòåëüíûì âåêòîðàì X, Y ∈ TpM ëèíåéíûé îïåðàòîð R(X, Y ) :
TpM → TpM

R(X, Y )(Z) = ([∇X̃ ,∇Ỹ ]−∇[X̃,Ỹ ])(Z̃)|p,

ãäå X̃, Ỹ , Z̃ - âåêòîðíûå ïîëÿ ñî çíà÷åíèÿìè X, Y, Z â òî÷êå p. Ýòîò îïåðàòîð êîñî-
ñèììåòðè÷åí ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ â TpM , èíäóöèðîâàííîìó
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ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé â M è, åñëè êàñàòåëüíûå âåêòîðû X, Y, Z ∈ ToM ïðåäñòàâëå-
íû ýëåìåíòàìè ïîäïðîñòðàíñòâà p èç àëãåáðû Ëè g, òî

R(X, Y )Z = −[[X, Y ], Z],

ò.å., îïåðàòîð R(X, Y ) : p→ p îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îãðàíè÷åíèåì îïåðàòîðà ïðèñîåäè-
íåííîãî äåéñòâèÿ ad[Y,X] íà èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî p.
Cåêöèîííàÿ êðèâèçíà ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, èëè êðèâèçíà K(X, Y ) â äâóìåð-

íîì íàïðàâëåíèè, îïðåäåëÿåìàÿ, íàïðèìåð, êàê ãàóññîâà êðèâèçíà â òî÷êå p äâó-
ìåðíîé ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííîé îáúåäèíåíèåì ãåîäåçè÷åñêèõ, âûõîäÿùèõ èõ p ïî
íàïðàâëåíèÿì âåêòîðîâ èç ïëîñêîñòè, ïîðîæäåííîé êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè X, Y ,
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç R ïî ôîðìóëå

K(X, Y ) = Q(R(X, Y )Y,X),

òàê ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

(1) K(X, Y ) = −Q([[X, Y ], Y ], X)

Ïóñòü òåïåðü M - "íåïðèâîäèìîå"ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îäíîãî èç òðåõ òè-
ïîâ. Ïðèâåäåì ôîðìû Q(X, Y ) è B(X, Y ) (îãðàíè÷åíèå ôîðìû Êèëëèíãà) íà p ê
îáùåìó äèàãîíàëüíîìó âèäó â îðòîíîðìàëüíîì äëÿ Q áàçèñå â è ðàçëîæèì ñîîòâåò-
ñòâåííî âñÿêèé âåêòîð X ∈ p â ñóììó X =

∑
iXi îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî Q

âåêòîðîâ, òàê ÷òî

B(Xi, Yj) = δi,jλi, λi 6= λj ïðè i 6= j

Èç ôîðìóëû (1) ñëåäóåò, ÷òî ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
åâêëèäîâà òèïà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ïóñòü òåïåðü M ëèáî êîìïàêòíîãî òèïà,
ëèáî íåêîìïàêòíîãî. Åñëè M - êîìïàêòíîãî òèïà, òî âñå λi îòðèöàòåëüíû, åñëè M -
íåêîìïàêòíîãî - òî ïîëîæèòåëüíû. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî [Xi, Yj] = 0 ïðè i 6= j è

K(X, Y ) = −
∑
i

Q([[Xi, Yi], Yi], Xi) = −
∑
i

λ−1
i B([[Xi, Yi], Yi], Xi) =∑

i

λ−1
i B([Xi, Yi], [Xi, Yi])

Ïîñêîëüêó [Xi, Yi] ∈ k, B([Xi, Yi], [Xi, Yi]) < 0 , òàê ÷òî äëÿ M êîìïàêòíîãî òèïà ïî-
ëó÷àåì ñóììó ïîëîæèòåëüíûõ âûðàæåíèé, äëÿ M íåêîìïàêòíîãî - îòðèöàòåëüíûõ.

Òàêèì îáðàçîì, âñå êîìïàêòíûå ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâàìè ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, âñå ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà íåêîìïàêòíîãî
òèïà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.
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