
Лекция 12 Фундаментальные решения.

1 Много переменных.
Основные определения теории обощенных функций для многих переменных давались
в качестве задачи.

2 Определения.
Определение 1 LE = δ, E - фундаментальное решение оператра L

LEξ(x) = δ(x− ξ) := δξ.

3 Применение.
Теорема 1 Пусть f непрерывна, Eξ ∈ L1

loc, и u(x) =
∫
Eξ(x)f(ξ)dξ. Тогда

Lu = f,

в смысле обобщенных фуекций.

Доказательство Эвристика.

Lxu =

∫
LxEξ(x)f(ξ)dξ =

∫
δ(x− ξ)f(ξ)dξ = f(x).

Строгость.

(Lxu, ϕ) = (u, tLxϕ) =

∫
tLxϕ(x)dx

∫
Eξ(x)f(ξ)dξ =

∫ (∫
tL(x)ϕ(x)Eξdx

)
f(ξ)dξ =

∫
f(ξ)(Eξ,

tLxϕ)dξ =

∫
f(ξ)(LxEξ, ϕ)dξ =

∫
f(ξ)(δ(x−ξ), ϕ)dξ =

∫
f(ξ)ϕ(ξ)dξ = (f, ϕ).

Итак, (Lxu, ϕ) = (f, ϕ). �

Замечание 1 Если L - оператор с постоянными коэффициентами, то Eξ(x) = E(x−
ξ). Можно брать и E(ξ − x). Тогда

u = Eξ ∗ f.
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4 Фундаментальные решения линейных уравнений.
Lx = y(n) + an−1(x)y(n−1) + · · ·+ a0(x)y = δ(x− ξ)

Положим:

Eξ(x) =

{
y1(x), x ≤ ξ

y2(x), x ≥ ξ

Eξ ∈ Cn−2, Dn−1Eξ кусочно непрерывна и Dn−1(Eξ(ξ + 0)) = Dn−1Eξ(ξ − 0) + 1.

Lx = DxL1, L1Eξ = const + θξ.

LxEξ = DxL1Eξ = Dxθξ = δξ.

5 Общее замечание.
Предложение 1 Пусть fn - δ-образная последовательность, L = p(D), и Lun =
fn, un ∈ L1

loc, un → u в L1. Тогда u - фундаментальное решение оператора L.

Доказательство Обобщенные функции сходятся вместе с производными. Если

un → u в L1,

то
un → u в D′.

Значит,
Lun → Lu в D′.

Но
Lun = fn → δ в D′.

Следовательно,
Lu = δ.

�

6 Фундаментальное решение уравнения Лапласа.
Теорема 2 Фундаментальное решение уравнения Лапласа в Rn пропорционально
гармонической в Rn \ {0} функции, зависящей только от радиуса.
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Рассмотрим функцию

u1(r) =

{
−r2−n, r ≥ 1

c1 + c2r
2, r ≤ 1.

Константы c1 и c2 подобраны так, что u1 ∈ C1. Отсюда следует: c2 = n−2
2

; значение
c1 будет несущественно для дальнейшего. Имеем:

∆u1 = 2nc2χB(0,1) := f1.

Положим:
um = mn−2u1(mr).

Множитель mn−2 обеспечивает равенство

um = um′ = r2−n при r >
1

min(m,m′)
.

Задача 1 um → r2−n в D′.

Доказательство Докажем, что последовательность fm = ∆um пропорциональна δ-
образной. Имеем:

∆um = mn∆u1χB(0, 1
m
) = fm.∫

um не зависит от m и равен n(n− 2)vn = (n− 2)σn, где vn - объем единичного шара,
σn - площадь единичной сферы в Rn.

В силу предложения 1,

−∆r2−n = (n− 2)σnδ(x),

где r = |x|. �

Следствие 1 Фундоментальное решение уравнения Лапласа в Rn имеет вид:

E(x) =
1

(2− n)σn
r2−n, r = |x|.

При n = 3,

E(x) = − 1

4πr
.
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