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Äâîéñòâåííîñòü. Ïóñòü (g, θ) - îðòîãîíàëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè. Êàê îáû÷-
íî, ïîëîæèì k = {x ∈ g|θ(x) = x}, p = {x ∈ g|θ(x) = −x}. Òîãäà âåùåñòâåííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî g∗ = k + ip ⊂ gC êîìïëåêñèôèêàöèè gC àëãåáðû Ëè g çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ëè, à îòîáðàæåíèå

θ∗ : θ∗(x+ iy) = x− iy, x ∈ k, y ∈ p

ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíûì àâòîìîðôèçìîì g∗ (êîòîðûé ìîæíî ïðîäîëæèòü ïî êîì-
ïëåêñíîé ëèíåéíîñòè äî èíâîëþòèâíîãî àâòîìîðôèçìà gC è ýòî ïðîäîëæåíèå ñîâïà-
äåò ñ àíàëîãè÷íûì ïðîäîëæåíèåì θ). Ïðè ýòîì íåïîäâèæíûå òî÷êè θ ïî-ïðåæíåìó
ñîâïàäàþò ñ êîìïàêòíî âëîæåííîé ïîäàëãåáðû k, à ðàçëîæåíèå Êàðòàíà âûãëÿäèò
êàê

g∗ = k⊕ ip.
Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (g∗, θ∗) - îðòîãîíàëüíàÿ ñèìåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè, êîòîðàÿ íà-
çûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê (g, θ). Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ôîðìà Êèëëèíãà íà g∗ îñòà-
åòñÿ íåèçìåííîé ïðè îãðàíè÷åíèè íà k è ìåíÿåò çíàê íà ip. Òàêèì îáðàçîì, äâîé-
ñòâåííàÿ ê ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðå Ëè êîìïàêòíîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé
àëãåáðîé Ëè íåêîìïàêòíîãî òèïà è íàîáîðîò. Ñîîòâåòñòâåííî, ñèììåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî X∗ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ê X, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ
àëãåáðà Ëè (g∗, θ∗) äâîéñòâåííà ê (g, θ).

Ïðèìåðû 1. Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííûõ ìàòðèö, X = GL(n,R)/O(n,R). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà
Ëè èìååò âèä

(g, θ) = (gl(n,R), θ(g) = −gt),
òàê ÷òî ðàçëîæåíèå Êàðòàíà g = k+p ñîñòîèò â ðàçëîæåíèè âåùåñòâåííîé ìàòðèöû
â ñóììó êîñîñèììåòðè÷åñêîé è ñèììåòðè÷åñêîé. Òåì ñàìûì àëãåáðà Ëè g∗ = k+ip ⊂
gl(n,C) ñîñòîèò èç êîñîýðìèòîâûõ ìàòðèö. Ñîîòâåòñòâóþùåå (êîìïàêòíîå) ñèììåò-
ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî åñòü ôàêòîð U(n)/O(n) óíèòàðíîé ãðóïïû ïî îðòîãîíàëüíîé
è îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ñòðóêòóð â Cn.

2. Ïóñòü U - êîìïàêòíàÿ ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà, u - åå àëãåáðà Ëè. Òîãäà U - ñèì-
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ðåàëèçîâàííîå êàê ôàêòîð U × U/U . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
îðòîãîíàëüíàÿ ñèìììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëà ïðåäñòàâëåíà ïàðîé (g = u⊕u, P12), ãäå
P12 - ïåðåñòàíîâêà ñëàãàåìûõ â ïðÿìîé ñóììå, òàê ÷òî ïîäàëãåáðà k â ðàçëîæåíèè
Êàðòàíà g = k + p ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ x(1) + x(2), ãäå x ∈ u , à ïîäïðîñòðàíñòâî p
- èç ýëåìåíòîâ âèäà x(1) − x(2), x ∈ u. Àëãåáðà Ëè u ïîðîæäåíà îáðàçóþùèìè aα, bα,

aα = eα − e−α, bα = i(eα + e−α)

çàíóìåðîâàííûìè êîðíÿìè ïîëóïðîñòîé àëãåáðû uC (êîìïëåêñèôèêàöèè u), è ýëå-
ìåíòàìè ih, ãäå h - âåùåñòâåííûé ýëåìåíò êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû h. Òàêèì îáðà-
çîì ïîäàëãåáðû k è p ïîðîæäåíû ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòàìè

a(1)α + a(2)α , b(1)α + b(2)α , i(h(1) + h(2)) è a(1)α − a(2)α , b(1)α − b(2)α , i(h(1) − h(2))

Òîãäà àëãåáðà Ëè g∗ = k + ip ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè

a(1)α + a(2)α , b(1)α + b(2)α , i(h(1) + h(2)) è i(a(1)α − a(2)α ), i(b(1)α − b(2)α ), h(1) − h(2)
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Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè (a
(1)
α + a

(2)
α ) + i(b

(1)
α − b(2)α ) è (b

(1)
α + b

(2)
α ) + i(a

(1)
α − a(2)α ) îáðàçóþò

äðóãîé áàçèñ

ẽα = e(1)α − e
(2)
−α, h̃ = h(1) − h(2), ĩeα = i(e(1)α + e

(2)
−α), ĩh = i(h(1) + h(2))

â g∗, à îòîáðàæåíèå

ϕ(ẽα) = eα, ϕ(h̃) = h, ϕ(ĩeα) = ieα, ϕ(ĩh) = ih,

óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì g∗ ñ uC, ïåðåâîäÿùèé èíâîëþöèþ P12 â èíâîëþöèþ, âû-
äåëÿþùóþ èç uC åå êîìïàêòíóþ ôîðìó u: θ(g) = −ḡt. Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííàÿ
ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà Ëè èçîìîðôíà ïàðå (uC, θ), à äâîéñòâåííîå íåêîìïàêòíîå
ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî - ýòî ôàêòîð êîìïëåêñíîé ãðïïû Ëè UC ïî åå ìàêñè-
ìàëüíîé êîìïàêòíîé ïîäãðóïïå U .

Äâîéñòâåííîñòü Êàðòàíà äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð Ëè ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïî
äðóãîìó. Íàïîìíèì, ÷òî êëþ÷åâàÿ òåîðåìà â êëàññèôèêàöèè ïîëóïðîñòûõ âåùå-
ñòâåííûõ àëãåáð Ëè ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî àíòèëèíåéíûå èíâîëþöèè τ è σ êîìïëåêñíîé
ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè gC, âûäåëÿþùèå êîìïàêòíóþ ôîðìó u è çàäàííóþ âåùå-
ñòâåííóþ ôîðìó g ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî âûáðàòü êîììóòèðóþùèìè. Ïðè ýòîì â
êà÷åñòâå ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðû Ëè ïîëó÷àåòñÿ ïàðà (g, θ = στ). Òåïåðü ïðè òåõ
æå äàííûõ ïîìåíÿåì ðîëè èíâîëþöèé τ è σ, à èìåííî, â êà÷åñòâå äâîéñòâåííîé êîì-
ïàêòíîé ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðû Ëè ðàññìîòðèì ïàðó (g∗ = u, θ).

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííóþ àëãåáðó Ëè u(p, q), p < q. Åå êîìïëåêñèôè-
êàöèÿ èçîìîðôíà gl(n,C), èç êîòîðîé îíà âûäåëÿåòñÿ èíâîëþöèåé σ,

σ(g) = −Ip,qḡtI−1p,q
ãäå Ip,q - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Ip,q = −e11 − ... − epp + ep+1,p+1 + ...ep+q,p+q. "Êîì-
ïàêòíàÿ"èíâîëþöèÿ τ ñòàíäàðòíàÿ, τ(g) = −ḡt, òàê ÷òî èíâîëþöèÿ Êàðòàíà θ = στ
èìååò âèä θ(g) = Ip,qgI

−1
p,q . Çàìåíà ìåñòàìè τ è σ ïðèâîäèò ê ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðå

(g∗ = u(p+ q, ), θ(g) = Ip,qgI
−1
p,q ).

Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííîå ê ñèììåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó U(p, q)/(U(p)×U(q))
(äîïóñêàþùåìó ðåàëèçàöèþ â âèäå ïîâåðõíîñòè |x1|2+...|xp|2−|xp+1|2−...−|xp+q|2 = 1
ñ ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé Ìèíêîâñêîãî îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà),
åñòü êîìïàêòíîå ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî U(p+ q)/(U(p)× U(q)), ò.å., ãðàññìà-
íèàí p-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Cp+q.

Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå. Ðàäèàëüíûå è óãëîâûå êîîðäèíàòû. Â âåùåñòâåííîì ñëó-
÷àå ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îçíà÷àåò ïðåäñòàâëåíèå êâàäðàòíîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöû
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îðòîãîíàëüíîé è ñèììåòðè÷åñêîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé,
â êîìïëåêñíîì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ óíèòàðíîé è ýðìèòîâîé ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííîé. Íàïîìíèì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íåâûðîæäåííîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû g.
Ïóñòü t = ḡtg. Îïåðàòîð t - ýðìèòîâ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, è ñóùåñòâóåò îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ e1, ..., en, òàê ÷òî tei = λiei, ãäå λi > 0, îòêóäà

(tei, ej) = λiδi,j = (ḡtgei, ej) = (gei, gej)

Çíà÷èò, âåêòîðû g(ei) îðòîãîíàëüíû. Îáîçíà÷èì fi = g(ei)√
λi
. Ýòî îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ. Ïóñòü u(ei) = fi. Òîãäà u óíèòàðíà. Ïîëîæèì s = gu−1. Èìååì: s(fi) =
gu−1(fi) = g(ei) =

√
λifi. Çíà÷èò, s - ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ýðìèòîâà è g = su.
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Âñÿêàÿ ýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà s ñîïðÿæåíà äèàãîíàëüíîé
ïðè ïîìîùè óíèòàðíîé, s = u1Λu

−1
1 , Λ =

∑
λieii, λi > 0. Çíà÷èò, g = u1Λu2 , ãäå u2 =

u−11 u. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ G = GL(n,C) èëè G = GL(n,R) ìû ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå

G = KAK,

ãäå K - ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà (U(n) èëè O(n) ñîîòâåòñòâåííî), ïîä-
ãðóïïà A â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîñòîèò èç äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè ìàò-
ðè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Ýòî ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëóïðî-
ñòîé âåùåñòâåíîé ãðóïïû Ëè, ãäå K èìååò òîò æå ñìûñë, à A = exp a, ãäå a ⊂ p
- "âåêòîðíàÿ"ïîäàëãåáðà Êàðòàíà, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ìàêñèìàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ
ïîäàëãåáðà â p.
Äëÿ íåêîìïàêòíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X = G/K ýòî ðàçëîæåíèå

îçíà÷àåò ïðåäñòàâëåíèå X â âèäå ëîêàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(1) X = AK

êîòîðûå äàþò ñèñòåìó ðàçäåëåííûõ êîîðäèíàò âX. Íåêîìïàêòíûå êîîðäèíàòû âäîëü
A íàçûâàþòñÿ ðàäèàëüíûìè, êîìïàêòíûå âäîëü K - óãëîâûìè. Ðàçìåðíîñòü A íàçû-
âàåòñÿ ðàíãîì ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Èç êîíñòðóêöèè âèäíî, ÷òî ðàíã èìå-
åò âïîëíå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Äëÿ íåêîìïàêòíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
ýòî "÷èñëî íåêîìïàêòíûõ"èçìåðåíèé.
Ðàçëîæåíèå (1) èìååò ñìûñë è äëÿ êîìïàêòíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ òåì

æå îïðåäåëåíèåì A. Â ðîëè K, êàê è ðàíåå, âûñòóïàåò ñòàáèëèçàòîð òî÷êè â ãðóïïå
èçîìåòðèé. Ðàíã ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêè ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ïëîñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
Õîðîøåé èëëþñòðàöèåé ïîíÿòèé ðàäèàëüíûõ è óãëîâûõ êîîðäèíàò äàåò ðàçáîð

ìàëîìåðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ - äâóìåðíîé ñôåðû è ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî â ðåàëèçàöèÿõ ïîëóïëîñêîñòè è âíóòðåííîñòè êðóãà - ñì. çàäà÷è ñåìèíàðà.
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