
Листок 4. .

Мартингалы. Стохастический интеграл. Формула Ито. Стохастические
ДУ.

(1) Докажите, что мартингал ξt, IE(ξ2t ) < ∞ — процесс с некоррелированными
приращениями.

(2) Пусть {ξk} — независимые с.в. со средним 1. Докажите, что Xn =
∏n

k=1 ξk —
мартингал.

(3) Пусть ξn — последовательность независимых с.в. Предположим, что суще-
ствует t > 0 со свойством IEetξn = 1. Докажите, что P (supk∈N Sk ≥ x) ≤ e−tx,
где Sn = ξ1 + · · ·+ ξn.

(4) Коробка содержит красный и синий шары. Шар выбирается случайным обра-
зом и возвращается в коробку вместе с еще одним шаром того же цвета. Пусть
Rn — число красных шаров в коробке после повторения процедуры n раз. До-
кажите, что Rn/(n+2) — мартингал. Пусть N — число шаров, вытянутых до
первого синего. Найти IE(N + 2)−1.

(5) * Неравенство Дуба. Пусть Xn — дискретный неотрицательный субмартин-
гал, n ∈ {0, 1, · · · , N}. Докажите, что

IE
(
max

0≤n≤N
X2
n

)
≤ 4IEX2

N .

Указание: для числовой неотрицательной последовательности xn докажите
неравенство

x2N + 4
N−1∑
n=0

xn(xn+1 − xn) ≤ 4x2N ,

xn = max0≤i≤n xi.
(6) Найдите многочлены 1) 3-й, 2) 4-й степени от винеровского процесса Wt, яв-

ляющиеся мартингалами. Коэффициенты могут зависеть от времени. Пример
многочлена второй степени: W 2

t − t.
(7) Используя формулу Ито

1) доказать, что∫ t

0

sdWs = tWt −
∫ t

0

Ws ds,

∫ t

0

W 2
s dWs =

1

3
W 3
t −

∫ t

0

Ws ds.

2) найти итерационную формулу для bk(t) = IEW k
t .

(8) Пусть f — гладкая функция. Докажите, что f(Wt)− 1
2

∫ t
0
f ′′(Ws) ds — мартин-

гал.
(9) (Полиномы Эрмита) Докажите, что n-ая итерация стохастического интеграла

n!

∫
· · ·
∫

0≤s1···sn≤t
dWs1 · · · dWsn

имеет вид tn/2Hn(Wt/
√
t) — где Hn — многочлен Эрмита

Hn = (−1)ne
x2

2

(
e−

x2

2

)(n)
.

(10) Используя формулу Ито докажите, что процессы

(Wt + t)e−Wt− 1
2
t,

1



1√
1 + t

e
W2

t
2(1+t)

является мартингалами
(11) Пусть τ — первый момент выхода процесса Yt = Wt + ct из интервала (a, b),

a < 0, b > 0. Найти
P (Yτ = a), P (Yτ = b), IEτ.

(12) Положим τ = inf{t : |Wt| = 1}. Найти IE(τe−λτ ), λ > 0.
(13) Найти среднее IE(Xt) и ковариационную функциюK(s, t) = IE(Xt−IEXt)(Xs−

IEXs) для решения стохастического уравнения
dXt = −Xtdt+ e−tdt+ etdWt, X0 = 0.

(14) Найти явное (с помощью обычных и стохастических интегралов) решение сто-
хастического дифференциального уравнения.
(a) (процесс Орнштейна-Уленбека)

dxt = axtdt+ bdWt.

(b) (Геометрическое броуновское движение)
dxt = axtdt+ bxtdWt.

(15) Пусть Xt — решение стохастического дифф. уравнения

Xt = X0 +

∫ t

0

σ(t,Xs)dWs +

∫ t

0

b(s,Xs)ds

с липшицевыми коэффициентами σ, b (с константой C ) на отрезке [0, T ]. До-
казать, что IEX2

t ≤ AeBt, найти явную зависимость A,B от X0, T, C.
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