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úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÞÅÔÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ 
 | ÐÕÔØ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ) × ÇÒÁÆÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ×ÅÒÛÉÎÙ A É B. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ × ÔÏÍ ÖÅ ÇÒÁÆÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ A É B É ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÔÅÍ ÒÅÂÒÁÍ, ÐÏ
ËÏÔÏÒÙÍ ÐÕÔØ 
 ÐÒÏÛÅÌ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.
úÁÄÁÞÁ 3. ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÕÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ
ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÜÊÌÅÒÏ×ÏÍ ÇÒÁÆÅ ÞÅÔÎÁ.
Â) ðÕÓÔØ G | ÜÊÌÅÒÏ× ÇÒÁÆ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÃÉËÌ, ÐÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ G
ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÎÙÍ) ÉÌÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÕÓÔÙÍ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ,
× ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÞÅÔÎÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍ.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 3Â). õÄÁÌÉÔØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÃÉËÌ ÚÎÁÞÉÔ ÕÂÒÁÔØ ×ÓÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÇÏ ÒÅÂÒÁ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ (× ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ), ÔÏ ÉÈ ÔÏÖÅ ÎÕÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ.
úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÁÎÉÉ ÉÚ 6 ÞÅÌÏ×ÅË ÉÍÅÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÔÒÏÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ, ÌÉÂÏ
ÔÒÏÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ. Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÁÎÉÉ ÉÚ N ÞÅÌÏ×ÅË
ÉÍÅÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÞÅÔ×ÅÒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ, ÌÉÂÏ ÞÅÔ×ÅÒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÎÁËÏÍÙÈ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÕËÁÖÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ
ÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ N .
úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÁÆ, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÊ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ É Ñ×ÌÑÀ-
ÝÉÊÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ.
úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÑËÏÍ ÄÅÒÅ×Å Ó n > 1 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ
ÓÔÅÐÅÎÉ 1 (\×ÉÓÑÞÉÅ").
úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ G | ÇÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ v0 ×ÅÒÛÉÎ, v1 ÒÅÂÅÒ É h0 ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï v1 ≥ v0 − h0, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ
ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ | ÄÅÒÅ×Ï. Â) ðÕÓÔØ FG | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Z=2Z,
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ f : V1 → Z=2Z (ÇÄÅ V1 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-
ÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÁ e1; : : : ; ek ∈ V1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÉËÌ, ÔÏ f(e1) + · · ·+ f(ek) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ dimFG = v0 − h0.
úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ G | ÇÒÁÆ, ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k, ÇÄÅ k ≥ 2. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ × G ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÃÉËÌ ÉÚ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ k + 1 ÒÅÂÅÒ.
úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ T | ÄÅÒÅ×Ï, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÏÔ 1 ÄÏ n, Á ÒÅÂÒÁ | ÏÔ 1 ÄÏ (n−1). ïÂÏÚÎÁ-
ÞÉÍ ai, bi ËÏÎÃÙ i-ÇÏ ÒÅÂÒÁ (i = 1; : : : ; n−1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ (a1b1)(a2b2) : : : (an−1bn−1)
(× ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË Sn) | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ.
õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k = 1; : : : ; n − 1, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ (a1b1)(a2b2) : : : (akbk)
| ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ (ÜÌÅÍÅÎÔ Sn), ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÝÁÑÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ n− k ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏ×.
úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ T | ÄÅÒÅ×Ï, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÏÔ 1 ÄÏ n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b(T ) = (b1; : : : ; bn−2) ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ a | ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÎÏÍÅÒ
\×ÉÓÑÞÅÊ" ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×Á; ÔÏÇÄÁ b1 | ÎÏÍÅÒ ÅÅ \ÒÏÄÉÔÅÌÑ" (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó
a ÒÅÂÒÏÍ). õÄÁÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÄÅÒÅ×Á T ×ÅÒÛÉÎÕ a ×ÍÅÓÔÅ Ó ÒÅÂÒÏÍ ab1; ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ T ′.
ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ b(T ′) = (b2; : : : ; bn−1) (ÉÎÄÕËÃÉÑ!). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b(T ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÄÏÍ ðÒÀ-
ÆÅÒÁ ÄÅÒÅ×Á T . Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÄ ðÒÀÆÅÒÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÅÒÅ×Ï: ÅÓÌÉ b(T1) = b(T2), ÔÏ T1 = T2
(ËÁË ÄÅÒÅ×ØÑ Ó ÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b1; : : : ; bn−2, ÇÄÅ
×ÓÅ bi ∈ {1; : : : ; n}, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÄÏÍ ðÒÀÆÅÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÄÅÒÅ×ØÅ× Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ 1; : : : ; n.
úÁÄÁÞÁ 11. òÏÄÏÓÌÏ×ÎÁÑ ËÎÉÇÁ ÓÅÍØÉ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË: \ïÓÎÏ×ÁÔÅÌØ ÒÏÄÁ, a1, ÉÍÅÌ ÔÒÏÉÈ ÄÅÔÅÊ.
óÔÁÒÛÉÊ ÉÚ ÄÅÔÅÊ (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ b1) ÉÍÅÌ Ä×ÏÉÈ ÄÅÔÅÊ; ÓÒÅÄÎÉÊ (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ b2), ÄÅÔÅÊ ÎÅ ÉÍÅÌ, Á ÍÌÁÄÛÉÊ
(ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ b3) ÉÍÅÌ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÅÎËÁ. óÔÁÒÛÉÊ ÉÚ ÄÅÔÅÊ b1 (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ c1) ÉÍÅÌ ÓÔÏÌØËÏ-ÔÏ ÄÅÔÅÊ . . . "
É Ô.Ä. Á) ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÒÏÄÏÓÌÏ×ÎÙÅ ËÎÉÇÉ ÓÅÍØÉ, ÓÏÓÔÏÑ×ÛÅÊ ÉÚ n = 3; 4; 5 ÞÅÌÏ×ÅË (×Ï ×ÓÅÈ
ÐÏËÏÌÅÎÉÑÈ). Â) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÏÄÏÓÌÏ×ÎÙÈ ËÎÉÇ ÄÌÑ ÓÅÍØÉ ÉÚ n ÞÅÌÏ×ÅË ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ
n? ÷ ÏÂÏÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÅÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÞÌÅÎÏ× ÓÅÍØÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÐÏ ÓÔÁÒÛÉÎÓÔ×Õ, Ô.Å.
ÂÌÉÚÎÅÃÏ× ÎÅ ÂÙÌÏ. ïÓÎÏ×ÁÔÅÌØ ÒÏÄÁ ×ÓÅÇÄÁ ÏÄÉÎ.



õËÁÚÁÎÉÅ. ïÔ×ÅÔ ÐÒÉ n = 3: ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Å ÒÏÄÏÓÌÏ×ÎÙÅ ËÎÉÇÉ. ðÅÒ×ÁÑ: ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌØ ÒÏÄÁ ÉÍÅÌ Ä×ÏÉÈ ÄÅÔÅÊ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÔÅÊ ÎÅ ÉÍÅÌÉ. ÷ÔÏÒÁÑ: ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌØ ÒÏÄÁ ÉÍÅÌ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÅÎËÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌ ÏÄÉÎ ÒÅÂÅÎÏË,
ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÔÅÊ ÎÅ ÉÍÅÌ.


