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Çàäà÷à 1. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limx→0 f(x). Äîêàæèòå, ÷òî óðàâ-

íåíèå xy′ + ay = f(x) ïðè a > 0 èìååò òîëüêî îäíî îãðàíè÷åííîå ïðè x → 0 ðåøåíèå è

íàéäèòå ïðåäåë ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè x → 0. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè a < 0 âñÿêîå ðåøåíèå ýòîãî

óðàâíåíèÿ èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè x → 0 è íàéäèòå ýòîò ïðåäåë.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ = 2y cos2 x− sinx.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå y′ = y+f(x) ñ îãðàíè÷åííîé íà R ôóíêöèåé f èìååò

ðîâíî îäíî îãðàíè÷åííîå íà R ðåøåíèå. Íàéäèòå ýòî ðåøåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåííîå

ðåøåíèå ïåðèîäè÷åñêîå, åñëè f ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

ñ 1-ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò íåïîñòîÿííîå τ -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, òî 1

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ýòîãî ðåøåíèÿ è ÷èñëî τ ðàöèîíàëüíî.

Çàäà÷à 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b, h ∈ C(R) è b(x) < h(x). Ïóñòü x(t) è y(t) íà èíòåðâàëå

(−α, α) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ẋ = b(x) è ẏ = h(y), ïðè÷åì x(0) = y(0). Äîêàæèòå,

÷òî x(t) ≤ y(t) äëÿ âñåõ t ≥ 0.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü Φ(x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì Φ′′ ≥ 0. Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî x0. Íàáîð

÷èñåë x1, x2, . . . , xN ïîñòðîåí ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: xk+1 � òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

f(x) =
(x− xk)

2

2N−1
+ Φ(x).

Äîêàæèòå, ÷òî ëîìàíûå LN ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (0, x0), (N
−1, x1), (2N

−1, x2) . . . , (1, xN)

ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, 1] ïðèáëèæàþòñÿ ê ðåøåíèþ x(t) çàäà÷è Êîøè ẋ = −Φ′(x),

x(0) = x0.

Çàäà÷à 7. ×åòûðå áóêàøêè, ñèäåâøèå â âåðøèíàõ êâàäðàòà, ñòàëè äâèãàòüñÿ äðóã çà

äðóãîì ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, äåðæà êóðñ íà ïðåñëåäóåìîãî. Íàðèñóéòå òðàåêòîðèè èõ

äâèæåíèÿ. Êàêîâà äëèíà êàæäîé òðàåêòîðèè? Êàêîâ çàêîí äâèæåíèÿ â äåêàðòîâûõ è

ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ?
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