
Ìàòåðèàëû ê ñåìèíàðàì ïî ìàòàíàëèçó

3-ÿ íåäåëÿ (18�22.09.2017)

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ëåêöèé

Ëåêöèÿ 4 (20.09.2017)

1. Ïîëíîòà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé
2. Êðèòåðèé Êîøè
3. Àðèôìåòèêà ïðåäåëîâ
4. Ïðåäåë ìîíîòîííîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
5. Òåîðåìà î âëîæåííûõ ñæèìàþùèõñÿ îòðåçêàõ

Ëåêöèÿ 5 (27.09.2017)

1. Ñóïðåìóì è èíôèìóì
2. Ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
3. Êîíå÷íûå ïîäïîêðûòèÿ

Ïðèìåðíûå çàäà÷è ñåìèíàðîâ 5 è 6

×àñòü çàäà÷ ïðåäûäóùåãî ëèñòêà áûëà ïåðåíåñåíà â òåêóùèé.

Èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà

Çàäà÷à 3.1. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå (p/q)2 = 2 íå èìååò ðåøåíèé ñðåäè öåëûõ p è q.

Çàäà÷à 3.2. ×òî ìîæíî ñêàçàòü îá (èð)ðàöèîíàëüíîñòè ñóììû (ïðîèçâåäåíèÿ) äâóõ ðàöèîíàëüíûõ/
ðàöèîíàëüíîãî è èððàöèîíàëüíîãî/ äâóõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë?

Çàäà÷à 3.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò ðàöèîíàëüíûé êîðåíü
p

q
,

òî ÷èñëèòåëü äðîáè p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, à çíàìåíàòåëü q � äåëèòåëåì ñòàðøåãî
êîýôôèöèåíòà ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Çàäà÷à 3.4. Äîêàæèòå ïðèíöèï äâóõ ìèëèöèîíåðîâ (âèäèìî, òåïåðü óæå ïîëèöåéñêèõ) äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, yn, zn òàêîâû, ÷òî ∀n ∈ N xn ≤ yn ≤ zn, à limn→∞ xn =
limn→∞ zn = A, òî è limn→∞ yn = A.

Çàäà÷à 3.5. Íàéäèòå ïðåäåë
(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1
.

Çàäà÷à 3.6. Íàéäèòå ïðåäåë
2n

2
+ 10n

2n2+3 + 3n+1
.

Çàäà÷à 3.7*. Äîêàæèòå, ÷òî n
√
n→ 1.

Çàäà÷à 3.8. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Hn = 1 + (1/2) + · · ·+ (1/n) ñòðåìèòñÿ ê +∞.

Çàäà÷à 3.9*. Ïðè êàêèõ a ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn =
1

1a
+ · · ·+ 1

na
?

Óêàçàíèå: ðàçáèòü íà ãðóïïû n = 2k−1 + 1, . . . , 2k (êàê â çàäà÷å 3.8).

Çàäà÷à 3.10. Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
lnn

n
.

Çàäà÷à 3.11. Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(lnn)k

n
, k ∈ N.
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*Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåëüíûå òî÷êè (âîçìîæíî, îñòàíóòñÿ íà ñëåäóþùóþ
íåäåëþ)

Çàäà÷à 3.12*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìååò òîò æå ïðåäåë.

Çàäà÷à 3.13*. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîé ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ñîâïàäàåò
ñ ìíîæåñòâîì

1. {−1, 1}
2. N
3. ìíîæåñòâîì äðîáåé âèäà 1/n, n ∈ N
4. [0, 1]

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ðÿäîâ

Çàäà÷à 3.14. Äîêàæèòå òåîðåìó ñðàâíåíèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ: åñëè äâà ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëü-
íûìè ÷ëåíàìè

∑∞
n=1 an è

∑∞
n=1 bn òàêîâû, ÷òî ∃N : ∀n > N an ≤ bn, òî èç ñõîäèìîñòè âòîðîãî èç ýòèõ

ðÿäîâ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïåðâîãî, èëè � ÷òî òî æå � èç ðàñõîäèìîñòè ïåðâîãî ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü
âòîðîãî.

Çàäà÷à 3.15. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî îí ñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 3.16. Äîêàæèòå ïðèçíàê Ëåéáíèöà ñõîäèìîñòè çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ: åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÷ëåíîâ çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà ìîíîòîííî óáûâàåò ïî ìîäóëþ è ñòðåìèòñÿ ê 0, òî îí
ñõîäèòñÿ.

Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ

Çàäà÷à 3.17. Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ . . . ?

Çàäà÷à 3.18. Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä 1 +
1

2
− 1

3
+

1

4
+

1

5
− 1

6
+ . . . ?

Çàäà÷à 3.19. Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü ðÿäà 1 + 2a + 3a2 + 4a3 + . . . ïðè óñëîâèè |a| < 1 è íàéäèòå åãî
ñóììó.

Çàäà÷à 3.20. Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü ðÿäà 1 + 4a+ 9a2 + 16a3 + . . . ïðè óñëîâèè |a| < 1 è íàéäèòå åãî
ñóììó.

Ðåêîìåíäóåìûå çàäà÷è íà äîì (ê 29 ñåíòÿáðÿ): 3.3, 3.6, 3.7, 3.9, 3.11, 3.19, 3.20. Çàäà÷è ñî * -
áîíóñíûå.
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