
Ìàòåðèàëû ê ñåìèíàðàì ïî ìàòàíàëèçó

4-ÿ íåäåëÿ (25�29.09.2017)

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ëåêöèé

Ëåêöèÿ 5 (27.09.2017)

1. Ñóïðåìóì è èíôèìóì

2. Ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

3. Êîíå÷íûå ïîäïîêðûòèÿ

Ëåêöèÿ 6 (4.10.2017)

1. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé

2. Âòîðîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà (÷åðåç îêðåñòíîñòè)

3. Ïëîòíûå ìíîæåñòâà

4. Ñòðóêòóðà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé

5. Ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà

6. Îïåðàöèè íàä çàìêíóòûìè è îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè

Ïðèìåðíûå çàäà÷è ñåìèíàðîâ 7 è 8

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà

Çàäà÷à 4.1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíû (äëÿ èçëî-

æåííîé íà ëåêöèè êîíñòðóêöèè R êàê ìíîæåñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé â Q).

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Çàäà÷à 4.2. Ïóñòü {an} è {bn}�äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè÷åì lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B. Äîêàæèòå,
÷òî

1) lim
n→∞

(an + bn) = A+B,

2) lim
n→∞

an · bn = A ·B,

3) åñëè äëÿ ëþáîãî n âåðíî bn 6= 0, è B 6= 0, òî lim
n→∞

an
bn

=
A

B
.

Ñóïðåìóì è èíôèìóì

Çàäà÷à 4.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó ìíîæåñòâà åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü, òî îíà åäèíñòâåííà.

Åñëè A è B �äâà ïîäìíîæåñòâà R, òî ïî îïðåäåëåíèþ

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}, AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}.

Çàäà÷à 4.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A è B �ïîäìíîæåñòâà R, òî

sup(A+B) = supA+ supB, inf(A+B) = inf A+ inf B.

Áîëåå òîãî, åñëè âñå ýëåìåíòû A è B íåîòðèöàòåëüíû, òî

sup(AB) = supA · supB, inf(AB) = inf A · inf B.

Çàäà÷à 4.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ðàâíîñèëüíî àêñèî-

ìå ïîëíîòû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë: åñëè X è Y íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà R, îáëàäàþùèå òåì ñâîéñòâîì,

÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x ∈ X è y ∈ Y âûïîëíåíî x 6 y, òî ñóùåñòâóåò òàêîå c ∈ R, ÷òî x 6 c 6 y
äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x ∈ X è y ∈ Y.
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Çàäà÷à 4.6*. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ðàâíîñèëüíî ëåììå

î ïðåäåëüíîé òî÷êå (ïðèíöèïó Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà): âñÿêîå áåñêîíå÷íîå îãðàíè÷åííîå ÷èñëîâîå

ìíîæåñòâî èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Íèæíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} áóäåì íàçûâàåòü âåëè÷èíó lim
n→∞

an := lim
n→∞

inf
k>n

ak. Àíàëî-

ãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è âåðõíèé ïðåäåë, lim
n→∞

an := lim
n→∞

sup
k>n

ak.

Çàäà÷à 4.7. Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

an = sup
n

inf
k>n

ak è lim
n→∞

an = inf
n

sup
k>n

ak.

Çàäà÷à 4.8. Íàéòè âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = (−1)n.

Çàäà÷à 4.9. Íàéòè âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = n.

Çàäà÷à 4.10. Íàéòè âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = (−1)n−1
(
2 + 3

n

)
.

Çàäà÷à 4.11. Íàéòè âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = n−1
n+1 cos

2πn
3 .

×èñëî (èëè ±∞) íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì (ïðåäåëüíîé òî÷êîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an},
åñëè ó íå¼ åñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê ýòîìó ÷èñëó.

Çàäà÷à 4.12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî ëþáàÿ å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èìååò òîò æå ïðåäåë.

Çàäà÷à 4.13. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîé ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷êå ñîâïàäàåò

ñ ìíîæåñòâîì 1) {−1, 1}, 2) N, 3) ìíîæåñòâîì äðîáåé âèäà 1/n, n ∈ N, 4) [0, 1]?

Çàäà÷à 4.14. Äîêàæèòå, ÷òî íèæíèé è âåðõíèé ïðåäåëû îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ

ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì èç åå ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ.

Çàäà÷à 4.15. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë (âîçìîæíî, ±∞) â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå, åñëè íèæíèé è âåðõíèé ïðåäåëû ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 4.16. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäÿòñÿ âñå å¼

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Çàäà÷à 4.17. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, òî îíà ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì ê òîìó æå ïðåäåëó.

Çàäà÷à 4.18. Åñëè {xn} è {yn} � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæåò ëè áûòü òàê, ÷òî

1) lim
n→∞

(xn + yn) > lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn?

2) lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn?

3) lim
n→∞

(xn + yn) < lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn?

Êîíå÷íûå ïîäïîêðûòèÿ

Çàäà÷à 4.19. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñèñòåìû îòðåçêîâ, ïîêðûâàþùèõ îòðåçîê, èç êîòîðûõ íåëüçÿ âûáðàòü

êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó, ïîêðûâàþùóþ ýòîò îòðåçîê.

Çàäà÷à 4.20. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñèñòåìû èíòåðâàëîâ, ïîêðûâàþùèõ èíòåðâàë, èç êîòîðûõ íåëüçÿ

âûáðàòü êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó, ïîêðûâàþùóþ ýòîò èíòåðâàë.

Çàäà÷à 4.21. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñèñòåìû îòðåçêîâ, ïîêðûâàþùèõ èíòåðâàë, èç êîòîðûõ íåëüçÿ âû-

áðàòü êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó, ïîêðûâàþùóþ ýòîò èíòåðâàë.

Çàäà÷à 4.22*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, òî ëåììà î êîíå÷íîì

ïîêðûòèè íåâåðíà.

Ðåêîìåíäóåìûå çàäà÷è íà äîì (ê 6 îêòÿáðÿ): 4.4, 4.6, 4.11, 4.16, 4.21.
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