
1 Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

2 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

3 Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ è çàäà÷à Êåïëåðà

Âåðíåìñÿ åùå ðàç ê òåìå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ.

3.1 Ìîìåíò èìïóëüñà

Ïðèìåíèì òåîðåìó Íåòåð ê âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèè çàäà÷è î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå

L = 1
2
mẋ2 − U(|x|) (1)

äëÿ îïðåäåëåííîñòè � â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå x ∈ R3.
Ñèììåòðèÿ çàäà÷è î÷åâèäíà 1 � èíâàðèàíòíîñòü ëàãðàíæèàíà îòíîñè-
òåëüíî ãðóïïû ïîâîðîòîâ O(3) èëè ïðåîáðàçîâàíèé

δxi = ϵijkxjδφk (3)

èç àëãåáðû Ëè g = so(3) ≃ su(2), ãåíåðèðóåìûõ âåêòîðíûìè ïîëÿìè

Vi = −ϵijkxj
∂

∂xk

, [Vi, Vj] = ϵijkVk (4)

Â ýòèõ ôîðìóëàõ {ϵijk} � íàáîð êîìïîíåíò ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íî-
ãî òåíçîðà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R3, à òàêæå � ñòðóêòóðíûõ êîí-
ñòàíò àëãåáðû Ëè, ãåíåðèðóþùåé åãî ïîâîðîòû.

1Äåéñòâèòåëüíî, ìû óæå ðàññìàòðèâàëè âðàùåíèå â äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, êîòîðîå
îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè

sx1 − x1 = δx1 = s · x2 + o(s)

sx2 − x2 = δx2 = −s · x1 + o(s)
(2)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äàííîé ôîðìóëû ïðè δφj = sδj3.
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Áóêâàëüíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû Íåòåð ñðàçó äàåò òðè èíòåãðàëà äâè-
æåíèÿ

d

dt

(
∂L

∂ẋi

ϵijkδφjxk

)
=
∑
j

δφj
d

dt
Mj = 0

Mi = ϵijkxjpk

(5)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà M = x× p. Ýòîò ôàêò ñîâåð-
øåííî î÷åâèäåí è íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

d

dt

∂L

∂ẋ
=

∂L

∂x

mẍ = −∂U

∂x
= −U ′(|x|) x

|x|

(6)

ïîñêîëüêó
dM

dt
= m

d

dt
x× ẋ = m

d

dt
x× ẍ =

(6)
0 (7)

Ñîõðàíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà M = x × p, êîòîðûé ïåðïåíäèêóëÿðåí
ðàäèóñ-âåêòîðó ÷àñòèöû x, îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âñå âðåìÿ
â ïëîñêîñòè R2, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìîìåíòó x ·M = 0, à çíà÷èò çàäà÷à
ðåäóöèðóåòñÿ â D = 2. Çàïèñàâ ëàãðàíæèàí â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

L = 1
2
m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
− U(r) (8)

ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ∂L
∂ϕ

= 0, à çíà÷èò ñîîòâåòñòâóþùèé (îáîáùåí-

íûé) èìïóëüñ
∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇ = M = const (9)

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî â äàííîé ñèñòåìå ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ

E = 1
2
m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
+ U(r) = 1

2
mṙ2 +

M2

2mr2
+ U(r) (10)

ò.å. èçáàâèâøèñü îò óãëîâîé êîîðäèíàòû ìû âèäèì, ÷òî ñèñòåìà ñòàëà
ýêâèâàëåíòíîé îäíîìåðíîé ñèñòåìå (íà ïîëóïðÿìîé 0 < r < ∞) ñ ïîòåí-
öèàëîì Ueff(r) = U(r) + M2

2mr2
, êóäà âíîñèò âêëàä öåíòðîáåæíàÿ ýíåðãèÿ

Uc(r) =
M2

2mr2
.
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3.2 Çàäà÷à Êåïëåðà

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôîðìóëû (9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âòîðîé çàêîí

Êåïëåðà, óòâåðæäàþùèé, ÷òî �ñåêòîðèàëüíàÿ ñêîðîñòü� ïðè äâèæåíèè
â öåíòðàëüíîì ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ � ãäå ïëîùàäü ñåêòîðà, çàìåòàåìîãî
ðàäèóñ-âåêòîðîì ïðè äâèæåíèè çà áåñêîíå÷íî ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè
dt

1
2
r · rdϕ =

M

2m
dt (11)

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (9) è (10) ïðè èíòåãðèðîâàíèè äàþò

t =

∫
dt =

√
m

2

∫
dr√

E − Ueff(r)

ϕ =
M

m

∫
dt

r2
=

M√
2m

∫
dr

r2
√
E − Ueff(r)

(12)

ÿâíîå ðåøåíèå (â ñìûñëå, êîòîðûé ìû óæå îáñóæäàëè) ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è: îáðàòíûå ôóíêöèè ê äèíàìèêå r(t) è ôîðìå òðàåêòîðèè â ïëîñ-
êîñòè r(ϕ).

Ïðè çàäà÷å äâèæåíèÿ â íüþòîíîâñêîì èëè êóëîíîâñêîì ïðèòÿãèâàþ-
ùåì ïîòåíöèàëå U(r) = −α

r
, α > 0 (ñîáñòâåííî �çàäà÷å Êåïëåðà�)

Ueff(r) = −α

r
+

M2

2mr2
(13)

èìååò î÷åâèäíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà

Ueff(r) →
r→0

∞+, Ueff(r) →
r→∞

0− (14)

è åäèíñòâåííûé ìèíèìóì

r∗ =
M2

αm
, U∗ = −α2m

2M2
(15)

Óðàâíåíèÿ (12) â äàííîì ñëó÷àå èíòåãðèðóþòñÿ â ÿâíûõ ôóíêöèÿõ, ÷òî
äàåò íàïðèìåð

ϕ =
M√
2m

∫
dr

r2
√
E + α

r
− M2

2mr2

= arccos
M
r
− mα

M√
2mE + m2α2

M2

+ ϕ0 (16)
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ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ � ïðîñòî íà÷àëî îòñ÷åòà óãëà. Ýòî óðàâíå-
íèå ÿâíî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ (ëåãêî óáåäèòüñÿ,
ïåðåïèñàâ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ!) ñ ôîêóñîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

A

r
= 1 + γ cosϕ (17)

ãäå A = M2

mα
� ïàðàìåòð, à γ =

√
1 + 2EM2

mα2 � ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû.

• Ïðè ìèíèìàëüíîé ýíåðãèè E = U∗ = −α2m
2M2 ýòî äâèæåíèå ïî îêðóæ-

íîñòè ñ ðàäèóñîì r = r∗ = 1/A;

• Ïðè îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèÿõ U∗ ≤ E < 0 äâèæåíèå ôèíèòíî, òðà-
åêòîðèÿ � ýëëèïñ;

• Ïðè E = 0 ïîëó÷èì γ = 0 è äâèæåíèå ïî ïàðàáîëå;

• Ïðè E > 0 èìååì γ > 0 è äâèæåíèå ïî ãèïåðáîëå.

3.3 Ñìåíà ïàðàäèãìû

Íó à ïóñòü òåïåðü U(r) = 0, è ðàäèàëüíîå îäíîìåðíîå äâèæåíèå ïðîèñ-
õîäèò â ïîòåíöèàëå

Ueff(r) = Uc(r) =
M2

2mr2
=

g

r2
, g =

M2

2m
> 0 (18)

Ýòî ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîãî ïîòåíöèàëà ìîäåëè Êàëîäæåðî. Îæèäàåìî
óðàâíåíèÿ (12) èíòåãðèðóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì

t =

∫
dt =

√
m

2

∫
dr√

E − Uc(r)
=

√
m

2

∫
rdr√
Er2 − g

(19)

èëè ïîïðîñòó

r =

√
g

E
+

2E

m
t2 (20)

×òî è åñòåñòâåííî áûëî îæèäàòü: îòâåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðàåêòîðèþ
äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â äâóìåðíîé ïëîñêîñòè: ïðÿìóþ

x = x0 + vxt, y = y0 + vyt

v2x + v2y =
2E

m

(21)
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à êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ g = M2

2m
ñâÿçûâàåòñÿ ïðè ýòîì ñ äîïîëíè-

òåëüíûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì âàæíî, ÷òî

• Äâèæåíèå â ñèñòåìå èíòåãðèðóåìûì ïîòåíöèàëîì âîçíèêàåò êàê
ðåäóêöèÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ â áîëüøåì ÷èñëå èçìåðåíèé;

• Ýòî ñâîéñòâî ìîäåëè Êàëîäæåðî ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ñèñòåì ìíîãèõ
÷àñòèö ñ ïîòåíöèàëàìè, èìåþùèìè ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà:

Uc(x) =



1

x2
, x ∈ R

1

sin2(x)
, x ∈ S1

℘(x), x ∈ T 2

(22)

Ìíîãèå ñâîéñòâà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì èìåþò ðàöèîíàëüíîå, òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîå è ýëëèïòè÷åñêîå âîïëîùåíèÿ � è ïðè ýòîì ... íå ïðîäîëæà-
þòñÿ äàëüøå.

3.4 Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Ñåãîäíÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìû ïîëüçîâàëèñü, â îñíîâíîì, èíòåãðàëàìè
äâèæåíèÿ. Âñïîìíèì îäíàêî, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â êàðòèíå ëàãðàíæå-
âîé ìåõàíèêå, è ïðîâåðèì åùå ðàç �íà ïðî÷íîñòü� ïðèíöèï íàèìåíüøåãî
äåéñòâèÿ.

Èòàê, ìû âûÿñíèëè, ÷òî ñâîáîäíîå äâèæåíèå â äâóìåðèè ñ ôóíêöèåé
Ëàãðàíæà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

L = 1
2
m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
(23)

ïðèâîäèò ê ñîõðàíåíèþ ìîìåíòà èìïóëüñà M = mr2ϕ̇ = const è ïðè ðå-
äóêöèè íà ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå ê ýôôåêòèâíîìó îäíîìåðíîìó äâè-
æåíèþ ñ ýíåðãèåé E = 1

2
mṙ2 + M2

2mr2
, ñîõðàíÿþùåéñÿ íà óðàâíåíèÿõ îä-

íîìåðíîãî äâèæåíèÿ â îòòàëêèâàþùåì ïîòåíöèàëå Êàëîäæåðî, ò.å.

mr̈ = −U ′
c(r) =

M2

mr3
(24)
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ñ êîíñòàíòîé g = M2

2m
> 0.

Íó à ïî÷åìó áû íå âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðÿìî ëàãðàíæåâîé ôîðìóëèðîâ-
êîé? Óðàâíåíèÿ ÝË äëÿ (23)

mr̈ = mrϕ̇2

d

dt
mr2ϕ̇ = 0

(25)

è ðåøèâ âòîðîå â âèäå ϕ̇ = M
mr2

, è ïîäñòàâèâ ýòî ðåøåíèå ïðÿìî â ëàãðàí-
æèàí ìû ïîëó÷àåì

mr̈ = mrϕ̇2 =
M2

mr3

Leff = 1
2
mṙ2 +

M2

2mr2

(26)

ò.å. òó æå ñèñòåìó Êàëîäæåðî (24), íî ... ñ äðóãèì (mr̈ = − M2

mr3
) çíàêîì?!

• Âðîäå áû î÷åâèäíî ôèçè÷åñêè, ÷òî ïðàâèëüíûì óðàâíåíèåì ÿâëÿ-
åòñÿ (24), òàê êàê öåíòðîáåæíàÿ ñèëà äîëæíà îòòàëêèâàòü, à íå
ïðèòÿãèâàòü.

• Êàê æå òîãäà áûòü ñ ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ?

Ïðàâèëüíûé îòâåò � àêêóðàòíî. Âñïîìíèì, ÷òî ìû âàðüèðóåì äåé-
ñòâèå íà òðàåêòîðèè, è äîëæíû äîáèâàòüñÿ âîîáùå ãîâîðÿ çàíóëåíèÿ íå
òîëüêî èíòåãðàëüíîãî, íî è ãðàíè÷íûõ âêëàäîâ. Ýòî îçíà÷àåò, â òîì ÷èñ-
ëå, ÷òî ðåøàÿ óðàâíåíèå íà óãîë, ñëåäóåò àêêóðàòíî íàïèñàòü

ϕ̇ =
M

mr2
, ϕ(t) =

M

m

∫ t

0

dτ

r2(τ)
+ ϕ0 (27)

à ñòàëî áûòü êîíñòàíòà M ôèêñèðóåòñÿ óñëîâèåì

ϕ1 − ϕ0 =
M

m

∫ T

0

dτ

r2(τ)
(28)

è ïðè ôèêñèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óãëà (èëè èõ ðàçíîñòè θ =
ϕ1 − ϕ0)

M =
mθ∫ T

0
dt
r2

(29)
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ñàìà ñòàíîâèòñÿ íåòðèâèàëüíûì ôóíêöèîíàëîì êîîðäèíàòû r(t) íà òðà-
åêòîðèè. Ïîäñòàíîâêà ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â äåéñòâèå äàåò

Leff = 1
2
mṙ2 +

M2

2mr2
= 1

2
mṙ2 +

mθ2

2r2

(
1∫ T

0
dt
r2

)2

Seff =

∫ T

0

dtLeff =

∫ T

0

dt1
2
mṙ2 +

mθ2

2
∫ T

0
dt
r2

(30)

Ïåðâûé ôèëîñîôñêèé âûâîä òàêîâ:

• Âñå ÷òî ãîâîðèëîñü î ñâîéñòâàõ äåéñòâèÿ (èíòåãðàë îò ôóíêöèè
Ëàãðàíæà, ñòåïåíè íå âûøå äâóõ ïî ïåðâûì ïðîèçâîäíûì èòï) âåð-
íî òîëüêî äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì;

• Ïðè ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíûõ äåéñòâèé (�èíòåãðèðîâàíèè� ïî ÷à-
ñòè ïåðåìåííûõ) ýòî ñâîéñòâî íàðóøàåòñÿ óæå â ïðîñòåéøèõ ïðè-
ìåðàõ, ýôôåêòèâíûå äåéñòâèÿ ìîãóò áûòü êàêèìè óãîäíî;

• Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ âåðåí äàæå òàì, ãäå íåëüçÿ ïîëü-
çîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè ÝË (ýòî, êîíå÷íî, åùå íàäî ïðîâåðèòü!), ò.ê.
â ïîñëåäíåé ôîðìóëå íåò �íîðìàëüíîãî ëàãðàíæèàíà�.

Âàðüèðóÿ (íî íå ïîëüçóÿñü óðàâíåíèÿìè ÝË!), ïîëó÷àåì

δSeff =

∫ T

0

dtmṙδṙ − mθ2

2
(∫ T

0
dt
r2

)2 ∫ T

0

(−2)
dt

r3
δr =

= −
∫ T

0

dtmr̈δr +
mθ2(∫ T

0
dt
r2

)2 ∫ T

0

dt

r3
δr =

= −
∫ T

0

dtmr̈δr +
M2

m

∫ T

0

dt

r3
δr =

∫ T

0

dtδr

(
−mr̈ +

M2

m

1

r3

)
(31)

èëè ïðîñòî � ïðàâèëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.
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