
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè
ëèñòîê 1, 21.09.2017

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè 10 ïî äàííîìó ëèñòêó íåîáõîäèìî ñäàòü 80% ïóíêòîâ çàäà÷ (îñòàëüíûå îöåíêè âû-
ñ÷èòûâàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî). Äåäëàéí 14 îêòÿáðÿ. Çàäà÷è, ñäàííûå ïîñëå äåäëàéíà, ñòîÿò íà 25% ìåíü-
øå. Èòîãîâàÿ îöåíêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 0.6 ñðåäíåé îöåíêè çà ëèñòêè è êîíòðîëüíóþ + 0.4 îöåíêè çà
ýêçàìåíàöèîííóþ ðàáîòó.

1. Ïóñòü M è N � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, M ′ ⊂ M è N ′ ⊂ N � èõ (çàìêíóòûå) ïîäìíîãîîáðàçèÿ è
f : M −→ N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, òàêîå, ÷òî f(M ′) ⊆ N ′ . Äîêàæèòå, ÷òî f

∣∣
M ′ (ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ íà

M ′ ) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì M ′ −→ N ′ .

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ñâîéñòâà áûòü ñâÿçíûì ïðîñòðàíñòâîì è ëèíåéíî ñâÿçíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì ñîâïàäàþò.

3. Íàïèøèòå â ÿâíîì âèäå ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå äëÿ ãðóïïû Ëè ìàòðèö âèäà

[
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]
, ãäå a > 0 ,

b ∈ R .

4. Íàéäèòå îáðàç ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ãðóïï Ëè: à) GL(N,C) ; á) SO(N) ; â)
ãðóïïû âåùåñòâåííûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà N ×N .

5. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà SU(2) êàê ìíîîáðàçèå äèôôåîìîðôíà ñôåðå S3 .

6. Îïèøèòå âñå (íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíûå) ïîäãðóïïû Ëè â ãðóïïå Ëè à) R ; á) S1 ; â) S1 × S1 .

7. Ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè M . Äîêàæèòå, ÷òî ñòàáèëèçàòîð Gm âñÿêîé òî÷êè m ∈ M
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè â G .

8. Äëÿ ñëåäóþùèõ äåéñòâèé ãðóïï Ëè íà ìíîãîîáðàçèÿõ äîêàæèòå, ÷òî ýòè äåéñòâèÿ ãëàäêè, è îïèøèòå
ÿâíî îðáèòû è ñòàáèëèçàòîðû òî÷åê: à) òàâòîëîãè÷åñêîå äåéñòâèå ãðóïïû GL(N,R) íà ïðîñòðàíñòâå RN ; á)
òàâòîëîãè÷åñêîå äåéñòâèå ãðóïïû SO(N) íà ïðîñòðàíñòâå RN ; â) äåéñòâèå ãðóïïû GL(N,R) íà ïðîñòðàíñòâå
N × N -ìàòðèö Matn(R) ñëåâà; ã) äåéñòâèå ãðóïïû GL(N,R) × GL(N,R) íà ïðîñòðàíñòâå N × N -ìàòðèö
Mat(N,R) ñëåâà è ñïðàâà; ä) äåéñòâèå ãðóïïû GL(N,R) íà ïðîñòðàíñòâå ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôîðì
íà ïðîñòðàíñòâå RN çàìåíàìè áàçèñà; å) äåéñòâèå ãðóïïû GL(N,R) íà ïðîñòðàíñòâå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ
áèëèíåéíûõ ôîðì íà ïðîñòðàíñòâå RN çàìåíàìè áàçèñà; æ) äåéñòâèå ãðóïïû GL(N,C) íà ïðîñòðàíñòâå
ýðìèòîâûõ áèëèíåéíûõ ôîðì íà ïðîñòðàíñòâå CN çàìåíàìè áàçèñà.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Ëè, íàéäèòå èõ ðàçìåðíîñòè, êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè è âûÿñíèòå, êîìïàêòíû îíè èëè íåò: à) SL(N,R) , á) SL(N,C) , â) PGL(N,R) , ã) PGL(N,C) , ä)
O(N) , å) U(N) , æ) SU(N) .

10. à) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà SO(3) òîïîëîãè÷åñêè ïðîñòà, ò.å. â íåé íåò ñîáñòâåííûõ çàìêíóòûõ íîðìàëüíûõ
ïîäãðóïï. á) Íàéäèòå âñå åå ñâÿçíûå ïîäãðóïïû Ëè.

11. à) Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû Ëè â ãðóïïå ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äâèæåíèé âåùåñòâåííîé
ïëîñêîñòè. á) Íàéäèòå âñå ïîäãðóïïû Ëè â ýòîé ãðóïïå.


