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2. Âòîðîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà (ñ ïîìîùüþ îêðåñòíîñòåé)

3. Ïëîòíûå ìíîæåñòâà

4. Ñòðóêòóðà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà

5. Ïðåäåëüíûå òî÷êè

6. Îïåðàöèè íàä çàìêíóòûìè è îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè

Ïðèìåðíûå çàäà÷è ñåìèíàðîâ 9 è 10

Ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Çàäà÷à 5.1. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò âåðõíèé è íèæíèé ïðå-

äåëû.

Çàäà÷à 5.2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè÷åíà, à {bn} ñõîäèòñÿ ê b ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà
lim
n→∞

(anbn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn.

Îòêðûòûå ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé

Çàäà÷à 5.3. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, à îòðåçîê � íåò.

Çàäà÷à 5.4. Ïî÷åìó êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì?

Çàäà÷à 5.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

Çàäà÷à 5.6. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå èíòåðâàëîâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, à

ñ÷¼òíîå � íå âñåãäà.

Çàäà÷à 5.7. Ïî÷åìó ïóñòîå ìíîæåñòâî îòêðûòî?

Çàäà÷à 5.8. Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå ê êàíòîðîâó ìíîæåñòâó îòêðûòî.

Âòîðîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà

Çàäà÷à 5.9. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ âòîðîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, ÷òî åñëè lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B,

òî lim
n→∞

(an + bn) = A+B. Äîêàæèòå àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé.

Çàäà÷à 5.10. Ïðèäóìàéòå òàêèå îïðåäåëåíèÿ îêðåñòíîñòåé ∞, +∞ è −∞, ÷òîáû îïðåäåëåíèå äëÿ

lim
n→∞

an = ∞, +∞ è −∞ â òåðìèíàõ îêðåñòíîñòåé ñîâïàäàëî ñ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ïðåäåëà.

Ïëîòíûå ìíîæåñòâà

Çàäà÷à 5.11. ßâëÿåòñÿ ëè Q ïëîòíûì? Áóäåò ëè ïëîòíûì Q \ {x1, . . . , xn}, ãäå xi ∈ Q?

Çàäà÷à 5.12. ßâëÿåòñÿ ëè ïëîòíûì ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âèäà
p

2n
?

Çàäà÷à 5.13. ßâëÿåòñÿ ëè êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ïëîòíûì?

1



Ïðåäåëüíûå òî÷êè

Çàäà÷à 5.14. Ïî÷åìó ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè, íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê?

Çàäà÷à 5.15. ßâëÿåòñÿ ëè 0 ïðåäåëüíîé òî÷êîé êàíòîðîâà ìíîæåñòâà?

Çàäà÷à 5.16. Ïðèâåäèòå ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà áåç ïðåäåëüíûõ òî÷åê.

Çàäà÷à 5.17. Ïðèâåäèòå ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñ à) îäíîé, á) äâóìÿ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè.

Çàäà÷à 5.18. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà çàìêíóòî.

Çàäà÷à 5.19*. Íà÷í¼ì ñ êàêîãî-íèáóäü ìíîæåñòâà A0, è ïóñòü A1 � ìíîæåñòâî åãî ïðåäåëüíûõ òî÷åê,

A2 � ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê A1 è ò.ä. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî ìíîæåñòâà A0, ÷òî A100 íåïóñòî,

à A101 ïóñòî. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà âñå An íåïóñòû, îäíàêî èõ ïåðåñå÷åíèå ïóñòî. Ìîæåò ëè òàêîå

áûòü äëÿ îãðàíè÷åííîãî A0?

Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

Çàäà÷à 5.20. Çàìêíóòî ëè ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë? Ìíîæåñòâî R \ Q èððàöèîíàëüíûõ

÷èñåë?

Çàäà÷à 5.21. ßâëÿþòñÿ ëè ìíîæåòñâà

A =

{
1

n

}∞

n=1

, B = {0} ∪
{
1

n

}∞

n=1

çàìêíóòûìè?

Çàäà÷à 5.22. Äîêàæèòå, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî çàìêíóòî.

Çàäà÷à 5.23. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà çàìêíóòî.

Çàäà÷à 5.24. Ìîæåò ëè çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, îòëè÷íîå îò âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, áûòü ïëîòíûì?

Çàäà÷à 5.25. Ìîæåò ëè áûòü òàê, ÷òî A çàìêíóòî, è A \ {x1, x2, . . . }, ãäå xi ∈ A, i ∈ N, ïî-ïðåæíåìó
çàìêíóòî?

Çàäà÷à 5.26. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà ñ ìíîæåñòâîì åãî ïðåäåëüíûõ òî÷åê (òàê íàçû-

âàåìîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà) çàìêíóòî.

Çàäà÷à 5.27*. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ÷èñåë íà îòðåçêå [0, 1], â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ öèôðà 8
âñòðå÷àåòñÿ a) êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç; á) áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç; â) íå âñòðå÷àåòñÿ íè ðàçó. Áóäóò ëè ýòè

ìíîæåñòâà îòêðûòû? çàìêíóòû? ïëîòíû?

Îïåðàöèè íàä çàìêíóòûìè è îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè

Çàäà÷à 5.28. Ïóñòü A îòêðûòîå, à B � çàìêíóòîå ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî A \ B îòêðûòî. Áóäåò

ëè ýòî âåðíî, åñëè âìåñòî îäíîãî B ìû ðàññìîòðèì ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Bi è

ìíîæåñòâî . . . (((A \B1) \B2) \B3) . . . ?

Çàäà÷à 5.29. Ïóñòü A çàìêíóòîå, à B � îòêðûòîå ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî A \B çàìêíóòî. Áóäåò

ëè ýòî âåðíî, åñëè âìåñòî îäíîãî B ìû ðàññìîòðèì ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Bi è

ìíîæåñòâî . . . (((A \B1) \B2) \B3) . . . ?

Çàäà÷à 5.30. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ (êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì) îáúåäè-

íåíèåì èíòåðâàëîâ, êîíöû êîòîðûõ � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Çàäà÷à 5.31. Äîêàæèòå, ìíîæåñòâî [0, 1) íå ÿâëÿåòñÿ íè çàìêíóòûì, íè îòêðûòûì, íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå îáúåäèíåíèÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èëè ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ.

Çàäà÷à 5.32. Ïðèâåäèòå ïðèìåð çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ ñ÷¼òíûì ïåðåñå÷åíèåì îòêðû-

òûõ.

Çàäà÷à 5.33*. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷¼òíîãî ïåðåñå-

÷åíèÿ îòêðûòûõ, à ëþáîå îòêðûòîå � â âèäå ñ÷¼òíîãî îáúåäèíåíèÿ çàìêíóòûõ.

Ðåêîìåíäóåìûå çàäà÷è íà äîì (ê 13 îêòÿáðÿ): 5.6, 5.12, 5.16, 5.25, 5.30.
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