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3 Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ è çàäà÷à Êåïëåðà

4 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

5 Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

Ïåðåéäåì, íàêîíåö, ñîáñòâåíî � ê ôîðìàëèçìó Ãàìèëüòîíà.

5.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà

Âñïîìíèì êàê ìû ñòðîèëè èíòåãðàë ýíåðãèè äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòå-
ìû, õîòÿ äëÿ òîãî, ÷òî ñåé÷àñ áóäåò ïðîäåëàíî ñîâåðøåííî íåîáÿçàòåëü-
íî, ÷òîáû ∂L

∂t
= 0.

• Äëÿ êàæäîé îáîáùåííîé êîîðäèíàòû (íà ìíîãîîáðàçèè M) ââåäåì
åå êàíîíè÷åñêèé èìïóëüñ

pi =
∂L

∂q̇i
, i = 1, . . . , N (1)

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçðåøèòü
îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòåé, åñëè ìàòðèöà ãåññèàíà

hij(q, q̇) =
∂pi
∂q̇j

=
∂2L

∂q̇i∂q̇j
(2)

ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé deth ̸= 0. Ïîýòîìó ëàãðàíæèàíû ñ íåâû-
ðîæäåííûì ãåññèàíîì íàçûâàþò òàêæå íåâûðîæäåííûìè: î÷åâèä-
íûé ïðèìåð ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî íåâûðîæäåííîãî ãåññèà-
íà hij(q, q̇) = gij(q) � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà M .
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• Ïîñòðîèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà ïî ôîðìóëå, êîòîðîé ìû ïîëüçî-
âàëèñü äëÿ èíòåãðàëà ýíåðãèè

H =
∑
i

piq̇i − L (3)

è êîòîðàÿ (â áîëåå îáùåì êîíòåêñòå) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì
Ëåæàíäðà.

Âàæíåéøåé äëÿ äàëüíåéøåãî ôîðìóëîé ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàë ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà

dH =
∑
i

(
q̇idpi + pidq̇i −

∂L

∂q̇i
dq̇i −

∂L

∂qi
dqi

)
=

=
(1)

∑
i

(
q̇idpi −

∂L

∂qi
dqi

) (4)

Èç �ìàñòåð-ôîðìóëû� (4) ñëåäóåò ïðàêòè÷åñêè âñå, ÷òî ìû ìîæåì ñêà-
çàòü î ïðåîáðàçîâàíèè Ëåæàíäðà, à òàêæå î ôóíêöèè è óðàâíåíèÿõ Ãà-
ìèëüòîíà. Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå çäåñü � ïî öèêëè÷åñêèì êîîðäèíàòàì
íèêàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äåëàòü è íå íóæíî.

5.2 Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

Èç ôîðìóëû (4) íåìåäëåííî ñëåäóåò

q̇i =
∂H

∂pi
, i = 1, . . . , N (5)

à âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè íà óðàâíåíèÿõ ÝË äàåò

∂H

∂qi
= −∂L

∂qi
= − d

dt

∂L

∂q̇i
(6)

ò.å. åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, . . . , N (7)

Òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà óðàâíåíèé ÝË ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (5), (7). Îäíîé èç èçíà÷àëüíûõ öåëåé
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ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà áûëî æåëàíèå ïåðåïèñàòü óðàâíåíèÿ ÝË âòî-
ðîãî ïîðÿäêà â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÷òî è ñäåëàíî
â ôîðìóëàõ (5), (7), êàê ãîâîðÿò íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòà-
ìè (p, q). Îòìåòèì, ÷òî áîëåå òî÷íî êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà
ñëåäóåò ïèñàòü êàê

q̇ =
∂H

∂p

∣∣∣∣
q

, ṗ = −∂H

∂q

∣∣∣∣
p

(8)

ò.å. ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà - ýíåðãèþ íàäî âûðàçèòü ÷åðåç êîîðäèíàòû è
èìïóëüñû 1.

Çàìåòèì åùå ðàç, ÷òî ïðè âûâîäå íèãäå íà ñàìîì äåëå íå èñïîëüçî-
âàëàñü íåçàâèñèìîñòü ëàãðàíæèàíà îò âðåìåíè, ïîýòîìó âñå ôîðìóëû
îñòàþòñÿ âåðíûìè ïðè L = L(q, q̇; t). Ïðè ýòîì êîíå÷íî âîçíèêàåò ÿâ-
íî çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H = H(p, q; t), ïîëíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè êîòîðîé

dH

dt
=

∂H

∂t
+

∂H

∂qi
q̇i +

∂H

∂pi
ṗi =

(5),(7)

∂H

∂t
(9)

ðàâíà ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé â ñèëó êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòî-
íà. Ïðè íåçàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ôóíêöèè Ëàãðàíæà (à ñòàëî áûòü è
Ãàìèëüòîíà) ìû ïîëó÷àåì èç ýòîãî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

5.3 Ïðèìåðû

Äëÿ ëàãðàíæèàíà äâèæåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå èìååì ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì

L(q, q̇) = 1
2
mq̇2 − U(q)

p =
∂L

∂q̇
= mq̇

hij =
∂2L

∂q̇i∂q̇j
= mδij

(10)

1�Óïîðÿäî÷åíèå� (p, q) � àëôàâèòíûé ïîðÿäîê, õîòÿ êàçàëîñü áû q ãëàâíåå p. Â
äàëüíåéøåì ìû ïîéìåì, ÷òî ýòî � íåñóùåñòâåííî, ò.ê. â ãàìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå

ðàçíîñòè ìåæäó p è q ôàêòè÷åñêè íåò.
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ò.å. ãåññèàí íåâûðîæäåí (â îáùåì ñëó÷àå � ìàññîâàÿ ìàòðèöà èëè ìåò-
ðèêà mij = gij(q)), ïîýòîìó óðàâíåíèÿ íà ñêîðîñòè ýëåìåíòàðíî ðàçðå-
øàþòñÿ

q̇ =
p

m
(11)

÷åðåç îáðàòíóþ ìàññîâóþ ìàòðèöó. Òàêèì îáðàçîì, î÷åâèäíî ïîëó÷àåì

H(p, q) =
p2

2m
+ U(q) (12)

ãàìèëüòîíèàí äëÿ ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, ïðèâîäÿùèé ê êàíî-
íè÷åñêèì óðàâíåíèÿì

q̇ =
∂H

∂p
=

p

m
, ṗ = −∂H

∂p
= −∂U

∂q
(13)

ïåðâîå èç êîòîðûõ â äàííîì ñëó÷àå áàíàëüíî ñîâïàäàåò ñ (11). Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé ìåòðèêè (èëè ìàññîâîé ìàòðèöû) èìååì

H(p, q) = 1
2

∑
i,j

gij(q)pipj + U(q) = 1
2
⟨p, p⟩g + U(q) (14)

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ V ∗ îïðåäåëÿåò-
ñÿ îáðàòíîé ìàòðèöåé ê ðèìàíîâîé ìåòðèêå, îïðåäåëÿþùåé ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå V êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ èëè ñêîðîñòåé.

Â ñëó÷àå ìàãíèòíîãî ïîëÿ

L(q, q̇) = 1
2
mq̇2 + Ai(q)q̇i

pi =
∂L

∂q̇i
= mq̇i + Ai(q)

(15)

è ðåøåíèå äëÿ ñêîðîñòåé èìååò âèä

q̇i =
1

m
Pi =

1

m
(pi − Ai(q)) (16)

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ïðè ýòîì èìååò âèä

H(p, q) =
P 2

2m
=

1

2m
(p− A(q))2 (17)

òàêîé æå êàê ó ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, íî ñî ñäâèíóòûì íà âåêòîð-ïîòåíöèàë
èìïóëüñîì (16). Ýòî âàæíåéøåå ñâîéñòâî �ìèíèìàëüíîñòè� ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (�óäëèíåíèå� èìïóëüñà, èëè, ïîñëå êâàíòîâàíèÿ
� ïðîèçâîäíîé), è îíî óíèâåðñàëüíî äëÿ âñåõ ïðîÿâëåíèé ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â ïðèðîäå.
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5.4 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà (3) ñòðîèò
ïî ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(q, q̇) : TM 7→ R íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè
ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà H(q, p) : T ∗M 7→ R íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè.
Äåéñòâèòåëüíî, èìïóëüñû (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïîíåíòû âåê-
òîðà â äâîéñòâåííîì ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâå, à ñàìó ôîðìóëó (3)
ïåðåïèñàòü â âèäå

H(p, q) =

(∑
i

piq̇i − L(q, q̇)

)
q̇=q̇(q,p)

=

= sup
v

(⟨p, v⟩ − L(q, v))

(18)

ãäå v ∈ V � ýëåìåíò êàñàòåëüíîãî ñëîÿ, à ñêîáêà çàäàåò ñïàðèâàíèå ìåæ-
äó êàñàòåëüíûì ñëîåì è åìó äâîéñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì (p ∈ V ∗) � ëè-
íåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà V . Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T ∗M è ÿâëÿåòñÿ
(â äàííîì ñëó÷àå!) ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì M äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ
ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà (3).

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà (äëÿ õîðîøåãî êëàññà ëàãðàíæèàíîâ è ãà-
ìèëüòîíèàíîâ) ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé

L
L→ H

L→ L (19)

Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëó (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

L =
∑
i

piq̇i −H (20)

äèôôåðåíöèàë êîòîðîé

dL =
∑
i

(
pidq̇i + q̇idpi −

∂H

∂pi
dpi −

∂H

∂qi
dqi

)
=

=
(5)

∑
i

(
pidq̇i +

∂L

∂qi
dqi

)
=
(1)

∑
i

(
∂L

∂q̇i
dq̇i +

∂L

∂qi
dqi

) (21)

â ñèëó êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé î÷åâèäíûì îáðàçîì ñîâïàäàåò ñ äèôôå-
ðåíöèàëîì ôóíêöèè Ëàãðàíæà.
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5.5 Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Èç ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ñëåäóåò, ÷òî ïðèíöèï íàèìåíüøåãî
äåéñòèÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ôîðìå Ãàìèëüòîíà. Äëÿ äåéñòâèÿ
èìååì

S =

∫ T

0

dtL =

∫ T

0

dt

(∑
i

piq̇i −H(q, p)

)
(22)

Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ â ýòîé ôîðìå íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê êàíîíè÷åñêèì
óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà (5), (7)

δS =

∫ T

0

dt
∑
i

(
δpiq̇i + piδq̇i −

∂H

∂qi
δqi −

∂H

∂pi
δpi

)
=

=

∫ T

0

dt
∑
i

(
δpi

(
q̇i −

∂H

∂pi

)
− δqi

(
ṗi +

∂H

∂qi

))
+
∑
i

piδqi

∣∣∣∣∣
T

0

(23)

ñëåäóþùèìè èç çàíóëåíèÿ èíòåãðàëà âäîëü òðàåêòîðèè ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ âàðèàöèÿõ δq è δp, äîïîëíåíûì ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

δqi|T0 = 0, i = 1, . . . , N (24)

òîëüêî íà êîîðäèíàòû (íî íå íà èìïóëüñû). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îêàæåòñÿ
äîâîëüíî ñóùåñòâåííûì â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

5.6 Ïðèíöèï Ìîïåðòþè è ãåîäåçè÷åñêèå

Äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû, ò.å. êîãäà ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, ïðèíöèï
íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü èëè óïðîñòèòü. Äåé-
ñòâèòåëüíî, íà óðàâíåíèè

H(p, q) = E = const (25)

ãàìèëüòîíîâî äåéñòâèå (22) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

S =

∫ T

0

dt

(∑
i

piq̇i −H(q, p)

)
=

∫ T

0

dt
∑
i

piq̇i − ET (26)
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è ýêñòðåìàëè äåéñòâèÿ íà òðàåêòîðèÿõ ñ ïîñòîÿííîé ýíåðãèåé ñîâïàäàþò
ñ òðàåêòîðèÿìè �óêîðî÷åííîãî äåéñòâèÿ�

S0 =

∫ T

0

dt
∑
i

piq̇i =

∫ qT

q0

∑
i

pidqi (27)

îïðåäåëåííîãî êàê èíòåãðàë íà ãèïåðïîâåðõíîñòè (åäèíè÷íîé êîðàçìåð-
íîñòè) èëè (2N − 1)-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè (25) â ôàçîâîì-ïðîñòðàíñòâå.

Èç ýòîãî ñëåäóåò ïðèíöèï Ìîïåðòþè, êîòîðûé äîâîëüíî ñòðàííûì
îáðàçîì îáîáùàåò íàóêó î ãåîäåçè÷åñêèõ. Âñïîìíèì îáùèé âèä êâàäðà-
òè÷íîãî ïî ïðîèçâîäíûì ëàãðàíæèàíà

Lg =
1
2

∑
i,j

gij(q)q̇iq̇j (28)

âàðèàöèÿ êîòîðîãî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ãåîäåçè÷åñêîé. Òî æå ñàìîå
óðàâíåíèå âîçíèêàåò ïðè âàðèàöèè äåéñòâèÿ

Sg =

∫ T

0

dt
√

gij(q)q̇iq̇j =

∫ qT

q0

√
gij(q)dqidqj (29)

ÿâëÿþùèìñÿ ïðîñòî ãåîìåòðè÷åñêîé äëèíîé òðàåêòîðèè. Êàêàÿ ñâÿçü ó
ýòîãî ñ (27)?

Íàïèøåì óñëîâèå (25) äëÿ êâàäðàòè÷íîé òåîðèè â ïîòåíöèàëå

1
2

∑
i

piq̇i + U(q) = 1
2

∑
i,j

gij(q)q̇iq̇j + U(q) = E (30)

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

dt =

√
gij(q)dqidqj√
2(E − U(q))

(31)

îòêóäà

S0 =

∫ T

0

dt
∑
i

piq̇i =

∫ qT

q0

gij(q)dqidqj
dt

=

=

∫ qT

q0

√
2(E − U(q))gij(q)dqidqj

(32)

ò.å. ìèíèìèçàöèÿ óêîðî÷åííîãî äåéñòâèÿ ýêâèâàëåíòíà ïîèñêó ãåîäåçè-
÷åñêèõ äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ ýôôåêòèâíîé ìåòðèêîé

Geff
ij (q) = (E − U(q))gij(q) (33)

Ïîõîæèå ðàññóæäåíèÿ âîçíèêàþò è â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå.
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5.7 Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàí-

ñòâà

Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T ∗M ÿâÿëåòñÿ ïðèìåðîì ñèìïëåêòè÷åñêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ: ÷åòíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (dimT ∗M = 2N , åñëè dimM =
N), îñíàùåííîãî çàìêíóòîé 2-ôîðìîé � â äàííîì ñëó÷àå

ω =
∑
i

dpi ∧ dqi, dω = 0 (34)

ãäå d = dqi
∂
∂qi

+ dpi
∂
∂pi

� âíåøíèé äèôôåðåíöèàë íà T ∗M . Êîîðäèíàòû

(q, p) íàçûâàþòñÿ ïðè ýòîì êîîðäèíàòàìè Äàðáó.

Îïðåäåëåíèå: Ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ ÷åòíîìåð-
íîå ìíîãîîáðàçèå M, dimM = 2N , îñíàùåííîå íåâûðîæäåííîé çàìêíó-
òîé, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé 2-ôîðìîé ω:

dω = 0, detω ̸= 0, ω ∧ . . . ∧ ω︸ ︷︷ ︸
N

> 0 (35)

Ïðèìåðû:

• M = T ∗M , â ÷àñòíîñòè M = R2N ñ ôîðìîé ω =
∑N

i=1 dx2i−1 ∧ dx2i;

• M = S2, ω = sin θdθ ∧ dϕ, N = 1. Ýòîò ïðèìåð ñóùåñòâåíåí, òàê
êàê äâóìåðíàÿ ñôåðà S2 íå ÿâëÿåòñÿ êîêàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì
ê ÷åìó-áû òî íè áûëî.

• Îáîáùåíèå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà íà N > 1 óæå íå âïîëíå òðèâè-
àëüíî: M = PN � êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé

ω =
i

2

∑N
i=1 dzi ∧ dz̄i(

1 +
∑N

j=1 |zj|2
)2 (36)

ÿâëÿþùåéñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ êýëåðîâîé ôîðìûÔóáèíè-Øòóäè.

Çàäà÷à: Íàïèñàòü ÿâíî ìàòðèöó ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû íà M =
T ∗M â êîîðäèíàòàõ Äàðáó

∥ω∥ =

(
0 1

−1 0

)
(37)
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ãäå, 0 è 1 � �î÷åâèäíûå� ìàòðèöà ðàçìåðà N×N . Î÷åâèäíî, ÷òî îáðàòíàÿ
ìàòðèöà ñóùåñòâóåò, è ñîâïàäàåò ñ íåé � ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà

∥Ω∥ = ∥ω∥−1 =

(
0 −1

1 0

)
(38)

à êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà íà êîîðäèíàòû {x} = {(p, q)}
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ẋ = ξH(x) = ΩdH, or ẋi = ξiH(x) =
∑
j

Ωij ∂H

∂xj
(39)

ãäå dH � äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèÿ (39) î÷åíü ïðîñòîé, ïðîèçâîäíàÿ
êîîðäèíàòû íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì �ñïåöè-
àëüíîãî âèäà�, âûðàæàþùèìñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ íåêîòîðîé ôóíêöèè
H = H(x) íà M. Òàêèå âåêòîðíûå ïîëÿ íàçûâàþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè.

5.8 Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Ðàññìîòðèì ëþáóþ îáëàñòü â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå D ⊂ M è åå îáúåì

V =

∫
D

dx =

∫
D

dpdq (40)

Íàçîâåì ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîá-
ðàçîâàíèé Ut : M 7→ M

Ut : (p, q) 7→ (p(t), q(t)) (41)

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ãåíåðèðóþìóþ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Ãà-
ìèëüòîíà (5), (7) èëè (39).

Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ: Îáúåì ëþáîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñî-
õðàíÿåòñÿ ïðè ãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêå.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîäíîé îáúåìà âåðíî ñîîòíîøåíèå

dV

dt

∣∣∣∣
t=0

=

∫
D

divξHdx (42)
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ñëåäóþùåå èç ðàçëîæåíèÿ

x(t) = Utx = x+ tξH +O(t2) (43)

ïðè t → 0 è ôîðìóëû äëÿ ÿêîáèàíîâ

V (t) =

∫
D(t)

dx(t) =

∫
D

∂x(t)

∂x
dx =

∫
D

(1 + tdivξH) dx+O(t2) (44)

ãäå

divξH =
∑
i

∂ξiH
∂xi (45)

ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A

det(1 + tA) =
t→0

1 + tTrA+O(t2) (46)

Äëÿ ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ (39) (íàïðèìåð, â êîîðäèíàòàõ Äàð-

áó) î÷åâèäíî, ÷òî
∑

i
∂ξiH
∂xi = 0.

Âîîáùå, ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíîâû ïîòîêè ñîõðàíÿþò ñèìïëåêòè÷å-
ñêóþ ôîðìó (ïðîâåðèòü!)

ω(t) =
∑
i

dpi(t) ∧ dqi(t) =
∑
i

dpi ∧ dqi = ω (47)

òî ñîõðÿíÿþòñÿ âñå, âûðàæåííûå ÷åðåç íåå, �èíòåãðàëüíûå âåëè÷èíû�.
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