
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè
ëèñòîê 2, 12.10.2017

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè 10 ïî äàííîìó ëèñòêó íåîáõîäèìî ñäàòü 80% ïóíêòîâ çàäà÷ (îñòàëüíûå
îöåíêè âûñ÷èòûâàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî). Äåäëàéí 28 îêòÿáðÿ. Çàäà÷è, ñäàííûå ïîñëå äåäëàé-
íà, ñòîÿò íà 25% ìåíüøå. Èòîãîâàÿ îöåíêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 0.6 ñðåäíåé îöåíêè çà
ëèñòêè è êîíòðîëüíóþ + 0.4 îöåíêè çà ýêçàìåíàöèîííóþ ðàáîòó.

1.Íàéäèòå êàñàòåëüíûå àëãåáðû ñëåäóþùèõ ãðóïï Ëè à) SL(N,R) , á) SL(N,C) , â) PGL(N,R) ,
ã) PGL(N,C) , ä) O(N) , å) U(N) , æ) SU(N) .

2. à) Âûïèøèòå îïåðàöèþ êîììóòàòîðà â êàñàòåëüíîé àëãåáðå ãðóïïû SO(3) â êàêîì-íèáóäü áà-
çèñå. á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ãðóïïû ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ 3×3-ìàòðèö (ãðóïïû Ãåéçåíáåð-
ãà). â) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ãðóïïû SU(2) .

3. à) Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ïîäàëãåáðû Ëè, ãîìîìîðôèçìà àëãåáð Ëè, èçîìîðôèçìà àëãåáð Ëè,
èäåàëà â àëãåáðå Ëè, ôàêòîðàëãåáðû Ëè. Äîêàæèòå òåîðåìó î ãîìîìîðôèçìå: îáðàç àëãåáðû
Ëè g ïðè ãîìîìîðôèçìå g −→ h ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ëè â h , èçîìîðôíîé ôàêòîðó àëãåáðû
Ëè g ïî ÿäðó ãîìîìîðôèçìà. á) Îïèøèòå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå àëãåáðû Ëè íàä
ïîëåì R ðàçìåðíîñòè íå âûøå 2 . â) Ïðèâåäèòå õîòÿ áû òðè ïðèìåðà íåèçîìîðôíûõ äðóã
äðóãó àëãåáð Ëè íàä R ðàçìåðíîñòè 3 ñ íåòðèâèàëüíîé ñêîáêîé.

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãðóïïû Ëè ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö (ò.å. ñ åäèíèöàìè
íà äèàãîíàëè) ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî, è ðÿä äëÿ ëîãàðèôìà
ñõîäèòñÿ âåçäå. á) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýòîé ãðóïïû îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â êàíîíè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ çàäàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè ôîðìóëàìè.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåîìîðôèçì M −→ N ìíîãîîáðàçèé ïîðîæäàåò ìîðôèçì Vect(M) −→
Vect(N) àëãåáð Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé.

6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà Ëè G ãëàäêî äåéñòâóåò ñïðàâà íà ìíîãîîáðàçèè M (ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî çàäàíî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå (m, g) 7→ m.g èç M ×G â M , òàêîå, ÷òî (m.g1).g2 =
m.(g1g2)). à) Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî äåéñòâèå ïîðîæäàåò ìîðôèçì àëãåáðû Ëè ãðóïïû G â àë-
ãåáðó Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé íà M . á) Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð, â êîòîðîì ãðóïïà G = GL(N,R)
äåéñòâóåò ñïðàâà íà ïðîñòðàíñòâå RN , èíòåðïðåòèðóåìîì êàê ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ-ñòðîê. Íàé-
äèòå âåêòîðíûå ïîëÿ íà RN , îòâå÷àþùèå ìàòðè÷íûì åäèíèöàì Eij .

7. Çàäàíà ãðóïïà Ëè G è åå àâòîìîðôèçì ϕ : G −→ G . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gϕ ⊂ G ïîäìíîæå-
ñòâî ýëåìåíòîâ, íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî ϕ . Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðåæäåíèÿ: à)Äèôôå-
ðåíöèàë dϕ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì àëãåáðû Ëè g = Lie(G) . á) Gϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
Ëè â G . â) Åå àëãåáðà Ëè ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òåõ ýëåìåíòîâ X ∈ g , êîòîðûå íåïîäâèæ-
íû îòíîñèòåëüíî dϕ .

8. Âåùåñòâåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà Sp(2N,R) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäãðóïïà ýëåìåíòîâ â
GL(2N,R) , ñîõðàíÿþùèõ íåâûðîæäåííóþ êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ôîðìó. Äîêàæèòå, ÷òî Sp(2N,R)
ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ïîäãðóïïó âèäà Gϕ , ãäå G = GL(2N,R) . Îïèøèòå â ÿâíîì âèäå ñî-
îòâåòñòâóþùèé àâòîìîðôèçì ϕ .

9.Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä R . Äîêàæèòå ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ: à) A ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ïîäàëãåáðó â àëãåáðå ìàòðèö. á) Ìíîæåñòâî
A× ⊂ A îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ îòêðûòî â A . â) A× ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè. ã) Åå àëãåáðó Ëè
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì A , â êîòîðîì ñêîáêà çàäàåòñÿ êîììóòàòîðîì.

10.Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä R (íå îáÿçàòåëüíî àññîöèàòèâíàÿ). Ëèíåéíîå îòîáðà-
æåíèå D : A −→ A íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû A , åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî Ëåéá-
íèöà D(ab) = D(a) · b + a ·D(b) . Äîêàæèòå, ÷òî à) ãðóïïà Aut(A) àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû
A ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè â GL(A) , á) ìíîæåñòâî Der(A) âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäàëãåáðîé Ëè â End(A) , è â) Der(A) ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé Ëè ãðóïïû Aut(A) .


