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Ëèñòîê 1.3

Íåïðåðûâíîñòü. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü
ñðîê ñäà÷è 24 íîÿáðÿ

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f íà ïðÿìîé íåïðåðûâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç
ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ïîä äåéñòâèåì ýòîé ôóíêöèè îòêðûò:

U îòêðûòî ⇒ f−1(U) îòêðûòî.

Çàäà÷à 2. Îñòàåòñÿ ëè ýòî óòâåðæäåíèå âåðíûì, åñëè â íåì ¾ïðîîáðàç¿ çàìåíèòü íà ¾îáðàç¿?

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå íåïðåðûâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åå ãðàôèê çàìêíóò.

Çàäà÷à 4. Ôóíêöèÿ Ðèìàíà îïðåäåëåíà íà [0, 1], ðàâíà íóëþ â èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ, à äëÿ
êàæäîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà îáðàòíà çíàìåíàòåëþ íåñîêðàòèìîé äðîáè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò
ýòî ÷èñëî. Â êàêèõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ Ðèìàíà íåïðåðûâíà?

Çàäà÷à 5. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé êîíòèíóàëüíî?

Çàäà÷à 6*. (êàæäûé èç ïóíêòîâ ñ÷èòàåòñÿ îòäåëüíîé çàäà÷åé ñî çâ¼çäî÷êîé)
Êàíòîðîâà ëåñòíèöà (ôóíêöèÿ Êàíòîðà) � ýòî ôóíêöèÿ f , êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ íà îòðåçêå [0, 1] ïî
èíäóêöèè ïàðàëëåëüíî ñ ïîñòðîåíèåì ìíîæåñòâà Êàíòîðà.

Áàçà: f(0) = 0, f(1) = 1, íà çàìêíóòîé ñðåäíåé òðåòè îòðåçêà [0, 1] f = 1
2
.

Øàã. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà íà çàìûêàíèè äîïîëíåíèÿ êî âñåì îòðåçêàì ðàíãà n. Òîãäà íà
çàìêíóòîé ñðåäíåé òðåòè êàæäîãî îòðåçêà ðàíãà n îíà ðàâíà ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ñâîèõ
çíà÷åíèé íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè f .

à) Ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà êàíòîðîâî ìíîæåñòâî äî íåïðåðûâíîé ìîíîòîííîé
ôóíêöèè íà îòðåçêå.

á) Êàíòîðîâà ëåñòíèöà îòîáðàæàåò ñþðúåêòèâíî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî íà îòðåçîê [0, 1].

â) Êàíòîðîâà ëåñòíèöà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå å¼ ïî-
êàçàòåëÿ Ã¼ëüäåðà.

ã) Äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1] íàéäèòå çíà÷åíèå ôóíêöèè Êàíòîðà â òî÷êå x.

Çàäà÷à 7*. Â êàêèõ òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ Êàíòîðà?

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé èìååò íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî ïðîñòûõ íóëåé.

Çàäà÷à 9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f íà R òàêîé, ÷òî f(x) = o(x2),
íî f ′(x) 6= o(x) ïðè x → 0.


