
1 Ââåäåíèå: ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

2 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ çàìå÷àòåëåí è òåì, ÷òî ïîìèìî óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ äàåò ñðàçó äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñèñòåìå. Â
÷àñòíîñòè - ãëàâíîå, ÷òî áû îáñóäèì íà ýòîé ëåêöèè - ñèììåòðèè äåé-
ñòâèÿ ñèñòåìû ïðèâîäÿò ê çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ.

2.1 Ýíåðãèÿ

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàìêíóòîé (â áîëåå îáùåì ñëó÷àå - êîíñåðâàòèâ-
íîé) ñèñòåìû ÿâíî (òðåáóåòñÿ ðàñøèôðîâàòü!) íå çàâèñèò îò âðåìåíè.
Ïîýòîìó äëÿ íåå â ôîðìóëå

dL

dt
=

∂L

∂qi
q̇i +

∂L

∂q̇i
q̈i +

∂L

∂t
(1)

ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îòñóòñòâóåò. Íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ÝË

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=

∂L

∂qi
(2)

ïîýòîìó
dL

dt
=

∂L

∂qi
q̇i +

∂L

∂q̇i
q̈i =

∂L
∂q

= d
dt(

∂L
∂q̇ )

d

dt

(
q̇i
∂L

∂q̇i

)
(3)

à ñòàëî áûòü
d

dt

(
q̇i
∂L

∂q̇i
− L

)
= 0 (4)

è âåëè÷èíà

E = q̇i
∂L

∂q̇i
− L (5)

ñîõðàíÿåòñÿ (äëÿ ÿâíî íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ôóíêöèè Ëàãðàíæà êîí-
ñåðâàòèâíîé ñèñòåìû) íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, èëè êàê ãîâîðÿò ÿâëÿ-
åòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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• Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé. Íàïðèìåð äëÿ äâèæåíèÿ â ïî-
òåíöèàëüíîì ïîëå

L = 1
2
mq̇2 − U(q)

E = q̇i
∂L

∂q̇i
− L = 1

2
mq̇2 + U(q)

(6)

ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êèíåòè÷åñêîé (çàâèñÿùåé îò ñêî-
ðîñòåé) è ïîòåíöèàëüíîé (çàâèñÿùåé òîëüêî îò êîîðäèíàò) ýíåðãèé.

• Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èíâàðèàíòíîñòè
äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãà âðåìåíè.

• Ýíåðãèÿ, âûðàæåííàÿ íå ÷åðåç êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè, à ÷åðåç êî-
îðäèíàòû è èìïóëüñû p = ∂L

∂q̇i
(åñëè ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçðå-

øèòü îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòåé)

E =

(
q̇i
∂L

∂q̇i
− L

)
q̇i(q,p)

= (piq̇i − L)q̇i(q,p) = H(p, q) (7)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà, à ïðåîáðàçîâàíèå L → H ïðåîá-
ðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà.

• Ñàìûé âàæíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ: äëÿ áîëüøèíñòâà ôèçè÷åñêèõ
ñèñòåì - åäèíñòâåííûé! Ýòî îïðåäåëÿåò âûäåëåííóþ ðîëü ýíåðãèè â
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ãàìèëüòîíèàí - îïå-
ðàòîð ýâîëþöèè, âåðíåìñÿ ê ýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè ãàìèëüòîíîâà
ôîðìàëèçìà.

2.2 Èìïóëüñ

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò îò êàêîé-ëèáî èç êîîðäèíàò
(íàçûâàåìîé öèêëè÷åñêîé) qA (èëè - ÷òî òî æå ñàìîå - îò ñäâèãà êîîðäè-
íàòû qA: L|qA+ϵ = L. Òîãäà èç ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ÝË ñëåäóåò,
÷òî

dpA
dt

=
d

dt

∂L

∂q̇A
=

∂L

∂qA
= 0 (8)

ò.å. ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà èìïóëüñà pA = ∂L
∂q̇A

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðà-
ëîì äâèæåíèÿ.
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Ïðèìåð: äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû âñå êîìïîíåíòû èìïóëüñà dpi
dt
, i =

1, . . . , D ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ, ò.å. ÷èñëî íåçàâèñèìûõ èí-
òåãðàëîâ äâèæåíèÿ ðàâíî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû. Òàêèå ñèñòåìû íà-
çûâàþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè, ïðè ýòîì ëþáîé äðóãîé èíòåãðàë äâèæåíèÿ
(íàïðèìåð ýíåðãèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû E = 1

2m

∑
i p

2
i ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

ýòè íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû èìïóëüñà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ëàãðàíæèàí èíâàðèàíòåí ëèøü îòíîñè-
òåëüíî îäíîâðåìåííîãî ñäâèãà âñåõ êîîðäèíàò

L(q, q̇) = L(q1 + ϵ, . . . , qD + ϵ, q̇),
dL

dϵ
=

∑
i

∂L

∂qi
= 0 (9)

Òîãäà â ñèëó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü ïîëíûé èìïóëüñ
P =

∑
i pi, ïîñêîëüêó

dP

dt
=

d

dt

∑
i

∂L

∂q̇i
=

∑
i

∂L

∂qi
= 0 (10)

Ïðèìåð: ñèñòåìû ÷àñòèö: q → {x1, . . . ,xN} ∈ (RD)×N

L(x, ẋ) =
N∑
a=1

ma

2
ẋ2
a − U(x1, . . . ,xN) (11)

2-é çàêîí Íüþòîíà

maẍa = − ∂U

∂xa

a = 1, . . . , N (12)

ãäå ñèëû îïðåäåëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé, è çàâèñÿò òîëüêî îò
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òåë, U(x1, . . . ,xN) =

∑
a<b V (xa−xb). Äëÿ òàêî-

ãî ïîòåíöèàëà U(x1+r, . . . ,xN +r) = U(x1, . . . ,xN), à ñòàëî áûòü ïîëíûé
èìïóëüñ P =

∑
a pa =

∑
a

∂L
∂ẋa

=
∑

amaẋa ñîõðàíÿåòñÿ.

2.3 Òåîðåìà Íåòåð

Èäåéíî: âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ çàäà÷è

âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ.
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Òåîðåìà 1 Åñëè ëàãðàíæèàí L(q, q̇, t) ñîõðàíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì îä-

íîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû äèôôåìîðôèçìîâ δq = sχ(q) èëè

q1 7→ q1(s) = q1 + χ1(q) · s+ o(s)

...

qn 7→ qn(s) = qn + χn(q) · s+ o(s)

(13)

Òî ñèñòåìà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë ñëåäóþùåãî âèäà

I =
n∑

i=1

∂L

∂q̇i
χi = const

Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè M
îáîáùåííûõ êîîðäèíàò {q} äåéñòâóåò íåêîòîðàÿ ãðóïïà G ñèììåòðèé
(ïðåîáðàçîâàíèé, îñòàâëÿþùèõ äåéñòâèå èíâàðèàíòíûì), à X = χi ∂

∂qi
-

âåêòîðíîå ïîëå X ∈ g = Lie(G), îòâå÷àþùåå åå íåêîòîðîé îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîé ïîäãðóïïå.

Äåéñòâèå ãðóïïû G : M 7→ M èíäóöèðóåò äåéñòâèå íà êàñàòåëüíîì
ðàññëîåíèå TM , ïðè êîòîðîì âåêòîðà êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåîá-
ðàçóþòñÿ êàê äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ M 7→ M

qi 7→ q̃i(q), i = 1, . . . , dimM

χi 7→ χ̃i = χj ∂q̃
i

∂qj

(14)

Íåïðåðûâíîé ñèììåòðèåé áóäåì íàçûâàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó
äèôôåîìîðôèçìîâ M (ãëàäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò,
à âîîáùå ãîâîðÿ - ìîæíî äîáàâèòü è âðåìÿ), ñîõðàíÿþùèõ äåéñòâèå, ò.å.

q(t) 7→ sq = q(t; s)

L(q, q̇, t) = L(sq, sq̇, t)
(15)

Ïðèìåð: Ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà â R2, êîîðäèíàòû äåêàðòîâû, ïðåîáðàçîâà-
íèå � ïîâîðîò:

q1 7→ sq1 = cos s · q1 + sin s · q2
q2 7→ sq2 = − sin s · q1 + cos s · q2
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Ëàãðàíæèàí L(q, q̇) = m
2
(q̇21 + q̇22). Ïðè äåôîðìàöèè ïîëó÷àåì L(sq, sq̇) =

m
2
(sq̇21 +

sq̇22) =
m
2
(cos2 s+ sin2 s)(q̇21 + q̇22) = L(q, q̇) Ëàãðàíæèàí âîîáùå íå

èçìåíèëñÿ, çíà÷èò è äåéñòâèå âîîáùå íå èçìåíèëîñü, äàííîå ïðåîáðàçî-
âàíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî: óïðàæíåíèå íà äèôôåðåíöèðîâàíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî
äèôôåðåíöèðóÿ ïî ïàðàìåòðó ïðåîáðàçîâàíèÿ (q′ = dq

ds
)

0 =
d

ds
L(q(t, s), q̇(t, s); t) =

∂L

∂q
q′ +

∂L

∂q̇
q̇′ =

∂L
∂q

= d
dt

∂L
∂q̇

=
d

dt

∂L

∂q̇
q′ +

∂L

∂q̇
q̇′ =

d

dt

(
∂L

∂q̇
q′
) (16)

îòêóäà ñ î÷åâèäíîñòüþ

dI

dt
=

d

dt

(
∂L

∂q̇
χ

)
=

d

dt

(
∂L

∂q̇
q′
)∣∣∣∣

s=0

= 0 (17)

• Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (ïîëíîãî èìïóëüñà èëè åãî êîìïîíåíò)
- î÷åâèäíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè;

• Âðàùàòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ - çàäà÷à íà ðàçáîð

2.4 Îäíîìåðíîå äâèæåíèå

Çà÷åì íóæíû èíòåãðàëû äâèæåíèÿ? Ðàññìîòðèì ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð.

Ïóñòü ó íàñ åñòü êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû,
ò.å.

L = 1
2
mq̇2 − U(q) = 1

2
mẋ2 − U(x) (18)

åñëè îãðàíè÷èòüñÿ êâàäðàòè÷íûì ïî ïðîèçâîäíîé ñëàãàåìûì. (Ïî÷åìó
íåò ÷ëåíà A(q)q̇, êîýôôèöèåíò g(q) = m ìîæíî ñ÷èòàòü êîíñòàíòîé èëè
ïðîñòî ìàññîé, à q = x � äåêàðòîâîé êîîðäèíàòîé?)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íàì õîðîøî çíàêîìû

mẍ = −dU

dx
(19)

è èõ ðåøåíèå âñåì õîðîøî èçâåñòíî (?) â ëèíåéíîì ñëó÷àå (ãàðìîíè-
÷åñêèé îñöèëëÿòîð). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïðîèçâîëüíîì ïîòåíöèàëå
äîñòàòî÷íî îòâåòèòü íà äâà ïðîñòûõ âîïðîñà:
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• Åñòü ëè ó äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóþùèé
ìíîæèòåëü?

• Ìîæåò ëè ïîìî÷ü íàéäåííûé â íà÷àëå ëåêöèè (è âñåãäà ñóùåñòâó-
þùèé ó òàêîé ñèñòåìû) èíòåãðàë äâèæåíèÿ: ýíåðãèÿ dE

dt
= 0.

Îòâåòû íà äâà äàííûõ âîïðîñà ïîëîæèòåëüíû è ýêâèâàëåíòíû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äîìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (19) íà ẋ, ïîëó÷èì

mẍẋ = −dU

dx
ẋ

d

dt

mẋ2

2
= − d

dt
U(x)

mẋ2

2
+ U(x) = E,

dE

dt
= 0

(20)

Òàêèì îáðàçîì âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà (19)
ìû ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå
èíòåãðèðóåòñÿ (ïðè ëþáîì ïîòåíöèàëå!) ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ

dx

dt
=

√
2

m
(E − U(x))

t =

∫
dt =

√
m

2

∫
dx√

E − U(x)

(21)

ãäå îòâåò (ïðèâåäåííûé â âèäå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà) ïèøåòñÿ â
âèäå íåÿâíîé ôóíêöèè t = t(x;E,C) ñ äâóìÿ êîíñòàíòàìè èíòåãðèðîâà-
íèÿ � ýíåðãèåé è, íàïðèìåð, íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè.

Îäíîìåðíîå äâèæåíèå êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (ñ èíòåãðàëîì äâèæå-
íèÿ � ñîõðàíÿþùåéñÿ ýíåðãèåé) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøèé ïðèìåð
èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû. Îòâåò äëÿ ýòîé çàäà÷è (ñ ëþáûì ïîëèíîìèàëü-
íûì ïîòåíöèàëîì U(x) ñòåïåíè ≥ 3) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç àáåëåâ èíòåãðàë
îò ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà dx√

(E−U(x))
íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðè-

âîé y2 = E − U(x) âëîæåííîé â C2.
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2.5 Ñèñòåìà äâóõ òåë

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî îáîáùåíèÿ ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ òåë â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå RD ∋ x, ò.å. ñèñòåìó ñ ëàãðàíæèàíîì

L =
∑
a=1,2

1
2
maẋ

2
a − U(x1 − x2) (22)

Êàê ìû óæå âèäåëè ó ýòîé ñèñòåìû åñòü D èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ � ïîë-
íûé èìïóëüñ

P =
∑
a=1,2

maẋa,
d

dt
P = 0 (23)

÷òî ïîçâîëÿåò â äâà ðàçà ñîêðàòèòü ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Ïåðåéäåì â ñèñòåìó öåíòðà ìàññ ïîëîæèâ

P =
∑
a=1,2

maẋa = 0 (24)

è ââåäåì îòíîñèòåëüíóþ êîîðäèíàòó x = x1 − x2. Äâà ïîñëåäíèå ðàâåí-
ñòâà ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî

x1 =
m2

m1 +m2

x, x2 = − m1

m1 +m2

x (25)

ïîñòàâëÿÿ êîòîðûå â ëàãðàíæèàí (22) ïîëó÷àåì

L = 1
2
mẋ2 − U(x) (26)

ò.å. ñèñòåìó èç åäèíñòâåííîé ÷àñòèöû ñ ïðèâåäåííîé ìàññîé

m =
m1m2

m1 +m2
(27)

• Ôèçè÷åñêè ýòî ðàññóæäåíèå ëåãêî ïðîâåðèòü â ïðåäåëå, ñêàæåì
m1 ≫ m2. Òîãäà äâèæåíèåì òÿæåëîãî òåëà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è
ñèñòåìà (26) ñâîäèòñÿ ê äâèæåíèþ ëåãêîãî òåëà ñ m → m2.

• Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ðàññóæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøèé
ïðèìåð òàê íàçûâàåìîé ãàìèëüòîíîâîé ðåäóêöèè, êîãäà ìû ñà-
äèìñÿ íà ïîâåðõíîñòü óðîâíåé íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ (â
äàííîì ñëó÷àå P = 0) è ôàêòîðèçóåì ñèñòåìó ïî äåéñòâèþ ñîîò-
âåòñòâóþùåé ãðóïïû èíâàðèàíòíîñòè (â äàííîì ñëó÷àå ïî îáùåìó
ñäâèãó âñåõ êîîðäèíàò). Îá ýòîì ïîäðîáíåå íèæå.
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• Ïðè D = 1 ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà � âîçâðàùàåìñÿ ê ïðåäûäóùåìó
ïðèìåðó.
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