
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè
ëèñòîê 3, 30.10.2017

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè 10 ïî äàííîìó ëèñòêó íåîáõîäèìî ñäàòü 80% ïóíêòîâ çàäà÷ (îñòàëüíûå
îöåíêè âûñ÷èòûâàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî). Äåäëàéí 18 íîÿáðÿ. Çàäà÷è, ñäàííûå ïîñëå äåäëàé-
íà, ñòîÿò íà 25% ìåíüøå. Èòîãîâàÿ îöåíêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 0.6 ñðåäíåé îöåíêè çà
ëèñòêè + 0.4 îöåíêè çà ýêçàìåíàöèîííóþ ðàáîòó.

Óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé àëãåáðû Ëè g íàçûâàåòñÿ ïàðà (U(g), ε) , ãäå U(g) �
àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé, ε : g −→ U(g) � ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè, îáëàäàþùàÿ ñëåäó-
þùèì óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A è ãîìîìîðôèçìà àëãåáð
Ëè ϕ : g −→ A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ϕ̃ : U(g) −→ A ,
òàêîé, ÷òî ϕ = ϕ̃ ◦ ε .

1. à)Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà äàííîé àëãåáðû Ëè g åäèíñòâåííà
ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. á)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g îäíîçíà÷-
íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðåäñòàâëåíèÿ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(g) (òàêèì îá-
ðàçîì, òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé ãðóïïû Ëè, òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé åå àë-
ãåáðû Ëè è òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé åå óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû � îäíî è òî æå).

2. Ïóñòü T (g) = C ⊕ g ⊕ (g⊗ g) ⊕ . . . � òåíçîðíàÿ àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà g (ò.å. ñâîáîäíàÿ
àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ïðîñòðàíñòâîì g) è ïóñòü J ⊂ T (g) � äâóñòîðîííèé èäå-
àë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè x ⊗ y − y ⊗ x − [x, y] äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ g . Äîêàæèòå,
÷òî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà
U(g) := T (g)/J ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ε : g −→ g ⊂ T (g) îáëàäàåò òðåáóåìûì óíè-
âåðñàëüíûì ñâîéñòâîì. Óêàçàíèå: èíà÷å ãîâîðÿ, ïóñòü x1, . . . xn � áàçèñ â àëãåáðå Ëè g è ïóñòü

[xi, xj ] =
n∑

k=1

ckijxk . Íàäî äîêàçàòü, ÷òî U(g) åñòü àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ îáðàçóþùèìè x1, . . . , xn

è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè xixj − xjxi =
n∑

k=1

ckijxk , ïðè÷åì ε(xi) = xi .

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà àáåëåâîé àëãåáðû Ëè g åñòü
àëãåáðà ïîëèíîìîâ S(g) . á) Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà äâóìåðíîé
íåàáåëåâîé àëãåáðû Ëè èçîìîðôíà ïîäàëãåáðå â àëãåáðå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà
ïðÿìîé, ïîðîæäåííîé îïåðàòîðàìè x è x d

dx .

4. Ðàññìîòðèì àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ îáðàçóþùèìè a, b, c è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿ-
ìè ab− ba = a , ac− ca = a , bc− cb = b . Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé àëãåáðå íå âûïîëíÿåòñÿ òåî-
ðåìà Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà-Âèòòà. À èìåííî, ìîíîìû âèäà akblcm ëèíåéíî ïîðîæäàþò âñþ àëãåá-
ðó, íî íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

5. Ðàññìîòðèì àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó A ñ åäèíèöåé è äâóìÿ îáðàçóþùèìè p, q ñ îïðåäåëÿþùèì
ñîîòíîøåíèåì pq−qp = 1 . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ A ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà-Âèòòà.
Óêàçàíèå: ïîñòðîéòå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû A â ïðîñòðàíñòâå ïîëèíîìîâ îò äâóõ ïåðåìåí-
íûõ.

6. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð àëãåáðû A èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è òðèâèàëåí.

7. Òðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà � ýòî àëãåáðà Ëè ñ áàçèñîì X,Y, Z è ñêîáêîé [X,Y ] = Z ,
[X,Z] = [Y,Z] = 0 . Íàéäèòå öåíòð åå óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû.

8. Òà æå çàäà÷à, íî äëÿ äâóìåðíîé íåàáåëåâîé àëãåáðû Ëè.

9. Äëÿ àëãåáðû Ëè gl(N,C) èìååòñÿ åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ∧kCN , ãäå
k = 0, . . . , N . Îïðåäåëèòå òî÷íî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îíè íåïðèâîäèìû.

10. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè gl(N,C) â ïðîñòðàíñòâå ∧kCN . Ïðåäïîëàãàÿ
N ≥ 2 , îãðàíè÷èì ýòî ïðåäñòàâëåíèå íà ïîäàëãåáðó Ëè gl(N − 1,C) . Ðàçëîæèòå ïîëó÷åííîå
ïðåäñòàâëåíèå íà íåïðèâîäèìûå.


