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11.1 Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Îïðåäåëåíèå: Ñèñòåìà (íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå dimM = 2N) íàçûâà-
åòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé, êîãäà ñóùåñòâóåò N ôóíêöèîíàëüíî íåçà-
âèñèìûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ � ëîêàëüíûõ ôóíêöèé Ik ∈ Fun(M) â
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èíâîëþöèè ìåæäó ñîáîé

{Ik, Il} = 0, k = 1, . . . , N (1)

îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà.

Ïðèìåð: Ñâîáîäíîå äâèæåíèå H =
∑N

j=1

p2j
2m
, òîãäà Ik = pk (èëè∑

i1<...<ik
pi1 . . . pik), {Ik, Il} = {pk, pl} = 0. Ïðèìåð òðèâèàëüíûé, íî áà-

çîâûé äëÿ âïîëíå-èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, N = 1
2
dimM èíòåãðàëîâ äâè-

æåíèÿ, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ íåîäíîçíà÷íî.

Çàìå÷àíèå: Íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ íå ìîæåò áûòü áîëü-
øå ÷åì N = 1

2
dimM.

Åñëè N ôóíêöèé � ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ äâèæå-
íèÿ íàõîäÿòñÿ â ïóàññîíîâîé èíâîëþöèè (1), òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì (ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûå!) ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïîëÿ

ξk = ΩdIk, k = 1, . . . , N

[ξk, ξl] = 0, ∀ k, l
(2)

êîììóòèðóþò (êàê äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî
îíè îðòîãîíàëüíû â ñèìïëåêòè÷åñêîì ñìûñëå, òî åñòü

⟨ξk, ξl⟩ = ω(ξk, ξl) = {Ik, Il} = 0, ∀ k, l (3)

N âåêòîðîâ {ξ1, . . . , ξN} ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à èõ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
îáðàçóåò N -ìåðíóþ ïëîñêîñòü

W = ξ1 ∧ . . . ∧ ξN ⊂ R2N = TM (4)

Ýòà ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî-èçîòðîïíûì ïðîñòðàíñòâîì, ò.å.
W ∧ W = 0, òàêæå ýòè ìàêñèìàëüíî-èçîòðîïíûå ïëîñêîñòè ïîëîâèí-
íîé ðàçìåðíîñòè íàçûâàþòñÿ ëàãðàíæåâûìè. Ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíî-
èçîòðîïíûå ïëîñêîñòè âûãëÿäÿò êàê ∂

∂q1
∧ . . .∧ ∂

∂qN
(èëè ∂

∂p1
∧ . . .∧ ∂

∂pN
) è

èõ óæå íåëüçÿ �ðàñøèðèòü� êîììóòèðóþùèì âåêòîðîì, ò.ê. ëþáîé íîâûé
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûé âåêòîð îáÿçàí ñîäåðæàòü õîòÿ áû îäèí ∂

∂pk
, ÷òî

ñðàçó íàðóøàåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ îðòîãîíàëüíîñòü, à çíà÷èò è êîììó-
òàòèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ ëàãðàíæåâûìè ïëîñêîñòÿìè, êàñàòåëüíûìè ê ëàãðàí-
æåâûì ïîäìíîãîîáðàçèÿì MC ⊂ M, çàäàííûìè ôèêñèðîâàííûìè çíà-
÷åíèÿìè èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ Ik = Ck = const, íà êîòîðûõ î÷åâèäíî
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ω|MC
= 0. Ëîêàëüíî ýòè ìíîãîîáðàçèÿ âñåãäà ìîæíî îïèñàòü óðàâíåíè-

ÿìè òèïà {pj = pj(q, C)} ðàçðåøèâ óðàâíåíèÿ Ik(p, q) = Ck ïî òåîðåìå î
íåÿâíîé ôóíêöèè, íàïðèìåð, îòíîñèòåëüíî âñåõ èìïóëüñîâ.

Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïîñêîëüêó èíòåãðàëû äâèæåíèÿ íà-
õîäÿíñÿ â èíâîëþöèè ñ ãàìèëüòîíèàíîì {H, Ik} = 0, òî ãàìèëüòîíèàí
ñàì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò íèõ, íàïðèìåð - îäíèì èç íèõ. Ñôîðìóëèðó-
åì òåïåðü âàæíåéøóþ êëàññè÷åñêóþ

Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ: Ïóñòü íà 2N -ìåðíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîá-
ðàçèè M çàäàíû N -ôóíêöèé â èíâîëþöèè {Ik, Il} = 0. Ðàññìîòðèì ïîä-
ìíîãîîáðàçèå èõ ëèíèé óðîâíÿ

MC : Ik = Ck = const, k = 1, . . . , N (5)

òàêîå ÷òî íà íåì ôîðìû {dIk} ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå.
Òîãäà

• MC-ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòî-
íîâûõ ïîòîêîâ ýòèõ èíòåãðàëîâ, â òîì ÷èñëå ãàìèëüòîíèàíà H.

• Åñëè M ñâÿçíî è êîìïàêòíî, òî MC äèôôåîìîðôíî N -ìåðíîìó
òîðó

TN : {φ1, . . . , φN} mod 2π (6)

• Ãàìèëüòîíîâ ïîòîê H â êîîðäèíàòàõ íà òîðå èìååò âèä

dφ

dt
= ϖ(I) (7)

ò.å. ñâîáîäíîãî (óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêîãî) äâèæåíèÿ.

• Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ïðè ýòîì èíòåãðèðóþòñÿ â
êâàäðàòóðàõ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñíà÷àëà íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû {dIk} íà MC ïîðîæäàþò âåê-
òîðíûå ïîëÿ {ξk = ΩdIk}, êîòîðûå

• ëèíåéíî-íåçàâèñèìû (â ñèëó íåçàâèñèìîñòè {dIk} è íåâûðîæäåííî-
ñòè Ω = ω−1;
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• êîììóòèðóþò [ξk, ξl] = 0 â ñèëó {Ik, Il} = 0;

• êàñàòåëüíû ê MC â ñèëó

ξiIj = {Ii, Ij} = 0, ∀ i, j (8)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî {ξk} îáðàçóþò áàçèñ â TMC , è ìíîãîîáðàçèå
MC � ëàãðàíæåâî, ò.å. âñå êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ê íåìó ëàãðàíæåâû
èëè íóëåâûå.

Êðîìå òîãî, MC èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ í íåì N íåçà-
âèñèìûõ íàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîòîêîâ, ãåíåðèðóåìûõ âåêòîðàìè
{ξk}, ò.å. ÿâëÿåòñÿ N -ìåðíûì òîðîì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà (ñì.,
íàïðèìåð ó Àðíîëüäà) îñíîâàíî íà òîì, ÷òî N êîììóòèðóþùèõ âåêòîð-
íûõ ïîëåé ãåíåðèðóþò äåéñòâèå êîììóòàòèâíîé ãðóïïû

RN ⊃ g(t) = e
∑N

j=1 tjξj (9)

íà MC . Äëÿ ëþáîé òî÷êè P0 ∈ MC ìîæíî èçó÷èòü îòîáðàæåíèå

g(t)P0 : RN 7→ MC (10)

êîòîðîå èç-çà êîìïàêòíîñòè MC íå ìîæåò áûòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì,
è ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ñòàáèëèçàòîð ëþáîé òî÷êè P0 ∈ MC ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé äèñêðåòíóþ ïîäãðóïïó Γ ⊂ RN (â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè íå
çàâèñÿùàÿ îò ñàìîé òî÷êè P0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî MC ≃ RN/Γ = TN .

11.2 Òåîðåìà Ïóàíêàðå: èíòåãðèðóåìîñòü è õàîñ

Íà òåîðåìó Ëèóâèëëÿ îá èíòåãðèðóåìîñòè èíòåðåñíî ïîñìîòðåòü è ñ òî÷-
êè çðåíèÿ äðóãîé òåîðåìû Ëèóâèëëÿ � î ñîõðàíåíèè ôàçîâîãî îáúåìà,
òî÷íåå åå ñëåäñòâèÿ â âèäå

Òåîðåìà Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè: Â ëþáîé îêðåñòíîñòè U ëþáîé òî÷-
êè êîìïàêòíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâàM íàéäåòñÿ òî÷êà P ∈ U , òàêàÿ,
÷òî ïðè ãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêå gH : M 7→ M îêàæåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî
n > 0 ÷òî gnHP ∈ U .

Ýòîò ôàêò îòíîñèòñÿ óæå ê ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè è ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
î÷åâèäíûì, ò.ê. âñå îáëàñòè U, gHU, g

2
HU, . . . , g

n
HU, . . . èìåþò îäèíàêîâûé

ïîëîæèòåëüíûé îáúåì (â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ), à çíà÷èò îáÿçàíû
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êàê-òî ïåðåñåêàòüñÿ. Çàáàâíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ýòó òåîðåìó íà ïðèìå-
ðå äâóõêàìåðíîãî ÿùèêà ñ ãàçîì � åñëè îäíà èç êàìåð èçíà÷àëüíî áûëà
ïóñòà, òî âåñü ãàç ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ (åñòåñòâåííî � àñòðîíîìè÷å-
ñêîå!) îïÿòü îáÿçàí ñîáðàòüñÿ â äðóãîé. Âîîáùå, ñ òî÷êè çðåíèÿ ýðãîäè-
÷åñêîé òåîðèè ðàçëè÷àþò äâå ñèòóàöèè: èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé è õàîñ:

• Â �íîðìàëüíîì� ñëó÷àå õàîñà ñèñòåìà çàìåòàåò âñå ôàçîâîé ïðî-
ñòðàíñòâî, áîëåå èëè ìåíåå �ðàâíîìåðíî� îêàçûâàÿñü ñî âðåìåíè
îêîëî êàæäîé åãî òî÷êè.

• Èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé � ïðèíöèïèàëüíî äðóãîé, ñèñòåìà çàìåòàåò
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ëèøü ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïîëîæèòåëüíîé êî-
ðàçìåðíîñòè, â ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå ïîëîâèííîé � Ëè-
óâèëëåâ òîð, âèñÿùèé íàä äàííîé êîíêðåòíîé òî÷êîé â ïðîñòðàí-
ñòâå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ.

Ýòîò ýôôåêò ìîæíî óâèäåòü íà êàðòèíêàõ äàæå â ñëó÷àå îäíîé ñòå-
ïåíè ñâîáîäû � �ðàçìûâàíèå� êðèâîé, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò äâèæåíèå â
ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðè ñîõðàíÿþùåéñÿ ýíåðãèè ïðè �äåàâòîíîìèçàöèè�,
ò.å. êîãäà ãàìèëüòîíèàí íà÷èíàåò ÿâíî çàâèñåòü îò âðåìåíè, êàê íàïðè-
ìåð â ñëó÷àå óðàâíåíèé Ïåíëåâå.

11.3 Ïåðåìåííûå äåéñòâèå-óãîë

Íàêîíåö, ó íàñ îñòàëñÿ âîïðîñ � êàê íàõîäèòü â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå
ñîáñòâåííî óðàâíåíèÿ (7). Î÷åâèäíî, ÷òî ðå÷ü îïÿòü èäåò î êàíîíè÷åñêîì
ïðåîáðàçîâàíèè (p, q) → (I, φ), òàêîì ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà

ω =
N∑
j=1

dpj ∧ dqj =
N∑
j=1

dIj ∧ dφj (11)

èíâàðèàíòíà, à ãàìèëüòîíèàí â ñèëó

{Ik, Il} = 0, k, l = 1, . . . , N

{H, Ik} = 0
(12)
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ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëèøü èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ H = H(I1, . . . , IN). Òîãäà
â íîâûõ ïåðåìåííûõ

İk = 0, φ̇k =
∂H

∂Ik
, k = 1, . . . , N

φk = φk(0) +
∂H

∂Ik
t = φk(0) +ϖk(I)t

(13)

Ôîðìàëüíûé îòâåò íà âîïðîñ î ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äàåò

Òåîðåìà: Ïóñòü {γj}, j = 1, . . . , N � áàçèñíûå öèêëû ëèóâèëëåâñêîãî
òîðà MC = TN , òàêèå ÷òî ïðè îáõîäå j-ãî öèêëà ∆φi = 2πδij. Òîãäà
ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

Ij =
1

2π

∮
γj

N∑
k=1

pkdqk, j = 1, . . . , N (14)

èíòåãðàëû îò ôîðìû α = pdq ïî ñîîòâåòñòâóþùèì öèêëàì.

Ìû óæå äîêàçûâàëè, ÷òî MC � ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå, ò.å. íà
íåì ω|MC

= 0. Çíà÷èò äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ôîðìû αC = α|MC
íàMC èìååì

dαC = 0 (15)

à çíà÷èò èíòåãðàë ∫ P

P0

αC =

∫ P

P0

pdq = S(P ) (16)

íå çàâèñèò îò êîíòóðà è îïðåäåëÿåò ëîêàëüíî íåêîòîðóþ ôóíêöèþ íà
MC . Ãëîáàëüíî íà òîðå ýòà ôóíêöèÿ ìíîãîçíà÷íà, à åå ñêà÷êè ïðè îáõîäå
ïî áàçèñíûì êîíòóðàì îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðàç ïåðèîäàìè

∆Sj =

∮
γj

αC = 2πIj, j = 1, . . . , N (17)

Ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå MC â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè P0

ìîæíî ëîêàëüíî çàäàòü óðàâíåíèÿìè

pj = pj(I, q), j = 1, . . . , N (18)

Òîãäà ôóíêöèþ (îäíîçíà÷íóþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè P0, q(P0) = q0)

S(q, I) =

∫ q

q0

N∑
j=1

pj(I, x)dxj (19)
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ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
(p, q) → (I, φ), ò.å. îïðåäåëèòü

pdq = −φdI + dS

p =
∂S

∂q
, φ =

∂S

∂I

(20)

Íîâûå êîîðäèíàòû áóäóò íåîäíîçíà÷íûìè, ñ ïåðèîäàìè

∆iφj =
∂

∂Ii
∆jS =

∂

∂Ii

∮
γj

pdq = 2πδij (21)

11.4 Ïðèìåðû

1. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
p2

2m
+

mϖ2q2

2
(22)

òðàåêòîðèè êîòîðîãî ïðè H = E ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëëèïñ

p2

2mE
+

q2

2E/mϖ2
= 1 (23)

òàê ÷òî äåéñòâèå â äàííîì ñëó÷àå

I =
1

2π

∮
γ

pdq =
1

2π

∫
dp ∧ dq =

=
1

2π
π
√
2mE

√
2E/mϖ2 =

E

ϖ

(24)

à óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ ñâÿçàíà ñ âðåìåíåì ÷àñòîòîé

∂E

∂I
= ϖ, φ = φ0 +ϖt (25)

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

2. Ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
p2

2mL2
−mgL cosϕ (26)
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èëè êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

ϕ̇ =
∂H

∂p
=

p

mL2

ṗ = −∂H

∂ϕ
= −mgL sinϕ

(27)

ò.å.
ϕ̈+ ω2 sinϕ = 0, ω2 =

g

L
(28)

êîòîðîå ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ sinϕ ≈ ϕ ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà � ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ϕ̈ − ω2ϕ = 0.
Óðàâíåíèå (28) èíòåãðèðóåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

1
2
ϕ̇2 + ω2 cosϕ =

H

mL2
(29)

èëè

dt =
dϕ

ω
√
2E + 2 cosϕ

, E =
H

mgL

t =
1

ω

∫ ϕ dφ√
2E + 2 cosφ

(30)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

t =
∂

∂E

∫ ϕ dφ

ω

√
2E + 2 cosφ =

∂

∂H

∫ ϕ

pdφ (31)

Îáðàòèì òåïåðü âíèìàíèå íà ñëåäóþùèé ôàêò: ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë
â (30) ñ ïîìîùüþ î÷åâèäíûõ çàìåí

w = eiϕ,
√
2E + 2 cosϕ =

√
2E + w + w−1 = λ (32)

ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëà

dϕ

ω
√
2E + 2 cosϕ

∼ dw

2λw
= dv (33)

ïî íåêîòîðîìó öèêëó íà êîìïëåêñíîé êðèâîé

w +
1

w
= λ2 − 2E (34)
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èëè

y2 = (λ2 − 2E)2 − 4, y = w − 1

w
(35)

î÷åâèäíî ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ (ðîäà g = 1),
íà êîòîðîé

dv =
dw

2λw
=

dλ

y
(36)

ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë (åäèíñòâåííûé � ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìè-
ðîâêè). Ýòîò èíòåãðàë îòîáðàæàåò ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ (34), (35) â
îäíîìåðíûé êîìïëåêñíûé òîð C/Γ, ãäå Γ � ðåøåòêà íàòÿíóòàÿ íà äâà
íåçàâèñèìûõ ïåðèîäà äèôôåðåíöèàëà dv. Èç ýòîãî ïðîèñòåêàåò, ÷òî

• Ëèóâèëëåâñêèé òîð â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ñå-
÷åíèåì êîìïëåêñíîãî òîðà � ÿêîáèàíà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé (34),
(35) (â äàííîì ñëó÷àå åé èçîìîðôíûì);

• Èíòåãðàëû äåéñòâèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðèîäû (ïî çàìêíóòûì
íåñòÿãèâàåìûì öèêëàì, ò.å. ýëåìåíòàì H1 ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé)
äèôôåðåíöèàëà pdϕ ∼ dS

dS = λ
dw

w
,

∂

∂E
dS = dv (37)

ò.å. ìåðîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîãî ïî åäèí-
ñòâåííîìó ïàðàìåòðó ñåìåéñòâà êðèâûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîëî-
ìîðôíûé äèôôåðåíöèàë.

È òî è äðóãîå ÿâëÿþòñÿ ïðèçíàêàìè èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû.
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