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11-ÿ íåäåëÿ (27.11�01.12.2017)

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ëåêöèé

Ëåêöèÿ 13. (29.11.2017)

1. Âûïóêëûå è âîãíóòûå C2-ãëàäêèå ôóíêöèè

2. Åäèíñòâåííîñòü ýêñòðåìóìà

3. Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå

4. Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà èëè òåéëîðîâñêèé ìíîãî÷ëåí

5. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî

6. Ëîêàëüíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî

Ïðèìåðíûå çàäà÷è ñåìèíàðîâ 23 è 24

Â íà÷àëî çàíÿòèÿ 23, âîçìîæíî, ïåðåéäóò çàäà÷è ïðîøëîé íåäåëè.

Ôîðìóëà Òåéëîðà

Âî âñåõ äàëüíåéøèõ çàäà÷àõ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé, íå èìåþùåé ñìûñëà â íóëå, ïðîäîëæàåòñÿ

â 0 ïî íåïðåðûâíîñòè, åñëè ýòî âîçìîæíî.

Çàäà÷à 11.1. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåíû Òåéëîðà â íóëå ñòåïåíè n äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) sinx,
á) cosx,
â) 1

1−x ,
ã) (1 + x)a, a ∈ R.

Çàäà÷à 11.2. Çàïèøèòå ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ñòåïåíè n äëÿ ôóíêöèè 1/x â òî÷êå x0 = 2.

Çàäà÷à 11.3. Íàéäèòå òåéëîðîâñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2 äëÿ ôóíêöèè 1 + 3x+ 5x2 − 2x3 â íóëå.

Çàäà÷à 11.4. Íàïèøèòå ðàçëîæåíèå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ïåðå-

ìåííîé x äî ÷ëåíîâ óêàçàííîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî:

à) (1+x)10

(1−2x)4(1+2x)6
äî ÷ëåíà ñ x2,

á)
√
1− 2x+ x2 − 3

√
1− 3x+ x2 äî ÷ëåíà ñ x2,

â) sin(sinx) äî ÷ëåíà ñ x3,
ã) tg x äî ÷ëåíà ñ x4.

Çàäà÷à 11.5. à) Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû Òåéëîðà â íóëå ñòåïåíè n ôóíêöèè f è ñòåïåíè n − 1 åå

ïðîèçâîäíîé f ′. Äîêàæèòå, ÷òî âòîðîé ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïåðâîãî.

á) Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ñòåïåíè n â íóëå äëÿ ôóíêöèè arctg x.

Çàäà÷à 11.6*. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f ìíîãî÷ëåíû Òåéëîðà âñåõ ñòåïåíåé â íóëå òîæäåñòâåííî ðàâíû

íóëþ. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî f(x) ≡ 0?

Çàäà÷à 11.7. Ôóíêöèþ
√
1 + x2 − x ðàçëîæèòå ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì äðîáè 1/x äî

÷ëåíà ñ 1/x3.

Çàäà÷à 11.8. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ôóíêöèè f íà ïðÿìîé, åñëè f (n) ≡ 0?

1



Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà

Çàäà÷à 11.9. Ïðè x→ 0 îïðåäåëèòå ãëàâíûé ÷ëåí âèäà Cxn, n ∈ N ∪ {0}, äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) 1
x −

1
sinx ,

á) 3
3+x2 − cosx+ sin(x) 3

√
(1− x)2 + x

2 (x− 2),
â) tg(sinx)− sin(tg x).

Çàäà÷à 11.10. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà, íàéäèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû. Çàìåòèì, ÷òî ýòè æå ïðå-

äåëû âû÷èñëÿëèñü ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Ëîïèòàëÿ â çàäà÷àõ 10.1 è 10.4 ïðåäûäóùåãî ëèñòêà.

à) limx→0
sinnx
sinmx ,

á) limx→0
1−cosx

x2 ,

â) limx→0
sinx−tg x

x3 ,

ã) limx→0

√
1+x−1
sinx ,

ä) limx→0

√
1+x−(1+x

2
)

sinx2 ,

å) limx→0
(1+x2)

1
3−1

xn , n = 1, 2, 3,

¼) limx→∞
√
x4−x3−x2

x ,

æ) limx→∞
√
x6+x5− 3√x9+x8

x2 .

Çàäà÷à 11.11. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà:

à) lim
x→+∞

(
6
√
x6 + x5 − 6

√
x6 − x5

)
,

á) lim
x→0+

sin3 x
3√1+2x2−cos(2

√
x)−2x

,

â) lim
x→0

1
x

(
1
x − ctg x

)
,

ã) lim
x→0

sin(sinx)−x 3√1−x2

x5 ,

Ëîêàëüíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî

Çàäà÷à 11.12. Íàéäèòå è èññëåäóéòå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèé:

à) f(x) = cosx+ cos 2x
á) f(x) = sinx+ sin 3x
â) f(x) = x+ sinx
ã) f(x) = sinx

x , |x| < 1

Äàëüíåéøèå çàäà÷è, âåðîÿòíî, ïîéäóò íà ñëåäóþùóþ íåäåëþ.

Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ñëîæíîé è îáðàòíîé ôóíêöèè

Çàäà÷à 11.13. Âûðàçèòå ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ñòåïåíè 3 â íóëå äëÿ ôóíêöèè g ÷åðåç ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà
ñòåïåíè 3 â íóëå äëÿ ôóíêöèè f , ïðè óñëîâèè, ÷òî f(0) = 0, åñëè:

à) g(x) = f(sinx)
á) g(x) = f(tg x)
â) g(x) = f((1 + x)a)
ã) g(x) = sin(f(x))
ä) g(x) = tg(f(x))
å) g(x) = (1 + f(x))a

Çàäà÷à 11.14. Âûðàçèòå ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ñòåïåíè 3 â íóëå äëÿ ôóíêöèè 5
√
f(x) ÷åðåç ìíîãî÷ëåí

Òåéëîðà ñòåïåíè 3 â íóëå äëÿ ôóíêöèè f , ïðè óñëîâèè, ÷òî f(0) = 1.

Çàäà÷à 11.15. Íàéäèòå ãëàâíûé ÷ëåí â íóëå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé: (x+ x2)n; (sinx)n.
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Çàäà÷à 11.16. Ïóñòü ôóíêöèÿ f òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè íóëÿ è íîëü ÿâëÿåòñÿ åå

íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

à) Ïóñòü f ′(0) = 1. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ãëàâíûå íåëèíåéíûå ÷àñòè â íóëå îòîáðàæåíèÿ f è

îáðàòíîãî åìó îòîáðàæåíèÿ f−1?
á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ′(0) 6= 0. Âûðàçèòå ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ñòåïåíè 3 ôóíêöèè f−1 ÷åðåç ìíîãî-

÷ëåí Òåéëîðà ñòåïåíè 3 ôóíêöèè f . Çà÷åì ââîäèëîñü óñëîâèå f ′(0) 6= 0?

Çàäà÷à 11.17. Ïóñòü D(x) � ôóíêöèÿ Äèðèõëå. Ìîæíî ëè ïðèáëèçèòü ôóíêöèþ cos(D(x)) ìíîãî÷ëå-
íîì

Pn(x) = 1− D(x)2

2!
+
D(x)4

4!
− . . .+ (−1)nD(x)2n

(2n)!
?

Åñëè äà, òî ñ êàêîé òî÷íîñòüþ?

Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ

Çàäà÷à 11.18. Äëÿ êàêèõ x ñ òî÷íîñòüþ äî 0, 00001 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
à) tg x = x+ x3/3, á) arctg x = x− x3/3?

Çàäà÷à 11.19. Âû÷èñëèòå ïðèáëèæåííî a) 3
√
30, á) arcsin 0, 45, è îöåíèòå ïîãðåøíîñòü.

Çàäà÷è ïîñëîæíåå

Çàäà÷à 11.20*. Ïóñòü f(x + h) = f(x) + hf ′(x) + . . . + hn

n! f
(n)(x + θh), ãäå 0 < θ < 1 è, êðîìå òîãî,

f (n+1)(x) 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî lim
h→0

θ = 1
n+1 .

Çàäà÷à 11.21*. à) Ïóñòü f - äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå

[0, 1], è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ f(0) = f(1) = 0. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C, òàêàÿ ÷òî

|f ′′(x)| ≤ C äëÿ ëþáîãî x ∈ (0, 1). Äîêàæèòå, ÷òî |f ′(x)| ≤ C/2 äëÿ âñåõ x ∈ (0, 1).
á)Ïóñòü f - äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà âñåé ïðÿìîé, èMk =
sup

−∞<x<∞
|f (k)(x)| <∞, ãäå k = 0, 1, 2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî M2

1 ≤ 2M0M2.

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà.
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