
1 Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

2 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

3 Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ è çàäà÷à Êåïëåðà

4 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

5 Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

6 Ñêîáêè Ïóàññîíà

7 Ïðèìåðû ïóàññîíîâûõ ìíîãîîáðàçèé

8 Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

9 Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ è óðàâíåíèå

Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

10 Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè è èíòåãðè-

ðóåìîñòü

11 Èíòåãðèðóåìîñòü: òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

12 Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà è ïàðà Ëàêñà

Ïîêà ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ ïðîáëåìîé èíòåãðèðóåìîñòè �â àáñòðàêòíîì
êëþ÷å� � íàïðèìåð íà óðîâíå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, êîòîðàÿ âîâñå íå äà-
åò êîíñòðóêòèâíîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ èíòåãðèðóåìîé çàìåíû ïåðåìåí-
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íûõ, ò.å. êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ dp∧dq 7→ dI ∧dφ. Ìû âûÿñíèëè
òàêæå, ÷òî òàêîé ñïîñîá (ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîé íîðìèðîâêè!) ñóùå-
ñòâóåò, åñëè óäàåòñÿ ðåøèòü ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Îäíàêî, áîëüøèíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, èçâåñò-
íûõ íà äàííûé ìîìåíò, ðåøàåòñÿ ïî-äðóãîìó � òîãäà, è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ íèõ óäàåòñÿ íàéòè òàê íàçûâàåìîå ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà 1.

Íàèáîëåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ýòî ïðåäñòàâëåíèå âîçíèêàåò â çàäà-
÷å î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà, ãäå äîâîëüíî åñòåñòâåííî îæèäàòü èíòåãðè-
ðóåìîñòè � ò.ê. äâèæåíèå ñâîáîäíî. Îäíàêî â ñëó÷àå áîëåå òðåõ ñòåïåíåé
ñâîáîäû (åñòåñòâåííîãî ìíîãîìåðíîãî îáîáùåíèÿ çàäà÷è òâåðäîãî òåëà â
R3) èíòåãðèðóåìîñòü äîêàçàòü íå òàê ïðîñòî, çàòî ñóùåñòâóåò ôîðìóëè-
ðîâêà, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäÿùàÿ ê ïîíÿòèþ îá îïåðàòîðå Ëàêñà
è îñíîâíûõ íåîáõîäèìûõ ñâîéñòâàõ ýòîãî îïåðàòîðà.

12.1 Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà

Îïðåäåëåíèå: Òâåðäûì òåëîì íàçûâàåòñÿ íàáîð ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè íåèçìåííî |x⃗I − x⃗J | = const 2. Äâèæåíèå
òâåðäîãî òåëà îäîáíî îïèñûâàòü êàê äâèæåíèå åãî öåíòðà èíåðöèè, ò.å.
òî÷êå â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ

∑
I mI x⃗I = 0, x⃗I ∈ R3 ñ íà÷àëîì â ýòîé òî÷-

êå, è âðàùåíèå îòíîñèòåëüíî ýòîãî öåíòðà � òàêèì îáðàçîì êîíôèãóðàöè-
îííîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé M = R3 × SO(3). Äëÿ
ïðîñòîòû ìû çàáóäåì ïðî äâèæåíèå öåíòðà èíåðöèè, è áóäåì èçó÷àòü
âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà, îïèñûâàåìûå ýëåìåíòàìè U ∈ SO(3), íàïðèìåð
òðåìÿ óãëàìè U = U(φ⃗), ïîâîðîòîâ âîêðóã îñåé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò 3. Ýòî ÷àñòî íàçûâàþò äâèæåíèåì òâåðäîãî òåëà, çàêðåïëåííîãî
â òî÷êå.

Ïðè âðàùåíèè íà óãîë δφ⃗ êîîðäèíàòà òî÷êè x⃗ ìåíÿåòñÿ êàê

δx⃗ = δφ⃗× x⃗ (1)

ïîä äåéñòâèåì áåñêîíå÷íî-ìàëîãî ýëåìåíòà ãðóïïû âðàùåíèé. Ïåðåõîäÿ

1Äðóãèå èçâåñòíûå íàçâàíèÿ � ïàðà Ëàêñà, ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû èòï.
2Ýòî äîâîëüíî ñóùåñòâåííîå ôèçè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, ñêàæåì â ðåëÿòèâèñòñêîé

ôèçèêå îíî ïðîñòî íåâîçìîæíî.
3Ñðàçó çàôèêñèðóåì âîïðîñ: ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè óãëû õîðîøèìè îáîáùåííûìè êîîð-

äèíàòàìè?
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ê ïðîèçâîäíûì ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

dx⃗

dt
= ω⃗ × x⃗ (2)

ãäå ω⃗ = dφ⃗
dt

íàçûâàåòñÿ óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Ëåãêî óáåäèòüñÿ (çàäà÷à �
ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî!), ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü îäèíàêîâà äëÿ âñåõ
òî÷åê òâåðäîãî òåëà, è íå çàâèñèò îò âûáîðà çàêðåïëåííîé òî÷êè.

Êàê ëàãðàíæèàí, òàê è ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè âíåø-
íåãî âîçäåéñòâèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé. Äëÿ êàæäîé òî÷-
êè ëåãêî íàïèñàòü

m

2

(
dx⃗

dt

)2

=
m

2
(ω⃗ × x⃗, ω⃗ × x⃗) =

m

2

(
ω⃗2x⃗− (ω⃗ · x⃗)2

)
(3)

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî î÷åâèäíî, íàïðèìåð â êîìïîíåíòàõ, ïîñêîëüêó

(ω⃗ × x⃗)i =
∑
j,k

ϵijkωjxk∑
i

ϵijkϵiln = δjlδkn − δjnδkl

(4)

Òàêèì îáðàçîì, ëàãðàíæèàí òâåðäîãî òåëà ïðèíèìàåò âèä

L = 1
2

∑
i,k

Jikωiωk =
1
2
(ω, Jω) (5)

ãäå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çàäàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé

Jik =

∫
dm(x)

(
x2δik − xixk

)
=

∫
d3xρ(x)

(
x2δik − xixk

)
(6)

âêëàä â êîòîðóþ äàþò âñå òî÷êè òâåðäîãî òåëà ñ âåñîì dm(x) (x2δik − xixk),
íàçûâàåìîé òåíçîðîì èíåðöèè. Ïîñêîëüêó ëþáóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàò-
ðèöó ìîæíî ïðèâåñòè îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ê äèàãîíàëüíî-
ìó âèäó, òî â äàëüíåéøåì ìîæåì áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî
Jik = Jiδik.

Î÷åâèäåí è ïåðåõîä ê ãàìèëüòîíèàíó, ïðîèçâîäíàÿ ïî ñêîðîñòè äàåò

∂L

∂ωi

=
∑
k

Jikωk = Mi (7)
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êîìïîíåíòû èìïóëüñà � âåêòîðà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ M⃗ = Jω⃗.
Â òîì, ÷òî ýòî ìîìåíò èìïóëüñà, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïîñ÷èòàâ ïî îïðåäå-
ëåíèþ (äëÿ êàæäîé òî÷êè)

M⃗ = x⃗× p⃗ = mx⃗× (ω⃗ × x⃗) = Jω⃗ (8)

ãäå îïÿòü ìîæíî ïðîâåðèòü â êîìïîíåíòàõ

Mi = m
∑
j,k

ϵijkxj

∑
l,n

ϵklnωlxn = m
∑
j,l,n

(δilδjn − δinδjl)xjxnωl =

= m
∑
j

(ωix
2 − xixjωj) = m

∑
j

(δijx
2 − xixj)ωj =

∑
j

Jijωj

(9)

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà î÷åâèäíî ïîëó÷àåì

H = 1
2
(M,J−1M) = 1

2

∑
i,k

J−1
ik MiMk (10)

ãäå ñèììåòðè÷íûé òåíçîð èíåðöèè ñ÷èòàåì íåâûðîæäåííûì, ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííûì (è äàæå � äèàãîíàëüíûì).

12.2 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Ìû íà÷íåì ñ ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà, ïîñêîëüêó âàðüèðîâàòü íåïî-
ñðåäñòâåííî ëàãðàíæèàí (5) íå î÷åíü îñìûñëåííî, óãëû δφ⃗ ÿâëÿþòñÿ
�ïëîõèìè êîîðäèíàòàìè� òàê êàê ãðóïïà âðàùåíèé SO(3) íåêîììóòà-
òèâíà (êðîìå èõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé íóæíî åùå çàäàâàòü è ïîðÿäîê, â
êîòîðîì îñóùåñòâëÿþòñÿ ïîâîðîòû âîêðóã äàííûõ îñåé).

Èñïîëüçóåì ãàìèëüòîíèàí (10) âìåñòå ñ êàíîíè÷åñêîé ñêîáêîé Ïóàñ-
ñîíà íà êîìïîíåíòû ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

{Mi,Mj} = ϵijkMk (11)

Òîãäà

Ṁi = {Mi, H} = ϵijkMk
∂H

∂Mj

= ϵijkMkJ
−1
jl Ml = ϵijkωjMk (12)

èëè æå ïðîñòî
˙⃗
M = ω⃗ × M⃗ (13)
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Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî ïåðåïèñàòü ýòè óðàâíåíèÿ â ìàòðè÷íîé ôîðìå,
âîñïîëüçîâàâøèñü ñòðóêòóðîé àëãåáðû Ëè g = so(3) íà R3, ò.å. ââåäÿ
ìàòðèöû

Lij = ϵijkMk, Ωij = ϵijkωk

Mi =
1
2
ϵijkLjk, ωi =

1
2
ϵijkΩjk

(14)

îòêóäà ñëåäóåò

Lij = ϵijkMk = ϵijkJklωl =
1
2
ϵijkJklϵlpqΩpq =

= 1
2
JklΩpq

∣∣∣∣∣∣∣∣
δil δip δiq

δjl δjp δjq

δkl δkp δkq

∣∣∣∣∣∣∣∣ = TrJΩij − JikΩkj − ΩikJkj
(15)

èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå èìååì ïî-ïðåæíåìó ëèíåéíóþ ñâÿçü

L = IΩ + ΩI (16)

ãäå ìû ââåëè ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó

Iik =
1
2
TrJδik − Jik (17)

êîòîðóþ òîæå ìîæíî ñ÷èòàòü äèàãîíàëüíîé.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (13) ëåãêî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

L̇ij = ϵijkṀk = ϵijkϵkpqωpMq = (δipδjq − δiqδjp)ωpMq =

= (δipδjq − δijδpq + δijδpq − δiqδjp)ωpMq =

= (ϵkiqϵkpj + ϵkipϵkjq)ωpMq = ΩjkLki + ΩkiLkj =

= LikΩkj − ΩikLkj = [L,Ω]ij

(18)

ò.å. â ôîðìå
L̇ = [L,Ω] (19)

ìàòðè÷íîãî êîììóòàòîðà.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (19) ñðàçó âîçíèêàåò êàê óðàâíåíèå ÝË èç
Ëàãðàíæèàíà

L = Tr(IΩΩ), Ω = U−1U̇ ∈ so(N) (20)
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êîòîðûé ìû çàïèñàëè ââåäÿ íàñòîÿùèå êîîðäèíàòû íà ãðóïïå âðàùå-
íèé, ìàòðèöó U ∈ SO(N), è îáîáùèâ ñðàçó ýòîò âèä íà âðàùåíèå â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî

δΩ = U−1δU̇ − U−1δUΩ

δL = Tr(ΩIδΩ) + Tr(IΩδΩ) =
(16)

Tr(LδΩ) =

= Tr(LU−1δU̇)− Tr(LU−1δUΩ) =
d

dt
Tr(LU−1δU)−

−Tr(L̇U−1δU) + Tr(LU−1U̇U−1δU)− Tr(LU−1δUΩ) =

=
d

dt
Tr(LU−1δU) + Tr

(
(− ˙L+ LΩ− ΩL)U−1δU

)
(21)

è, îòáðàñûâàÿ ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, èç çàíóëåíèÿ ïîñëåäíåãî
ñëàãàåìîãî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (19).

12.3 Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà

×åì çàìå÷àòåëüíî óðàâíåíèå (19). Èç íåãî íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ó
ñèñòåìû èìåþòñÿ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, ïîñêîëüêó L̇k = −

[
Ω, Lk

]
äëÿ

ëþáîé ñòåïåíè k, à çíà÷èò (äëÿ ìàòðèö êîíå÷íîãî ðàçìåðà)

d

dt
Tr(Lk) = −Tr

[
Ω, Lk

]
= 0, k = 1, 2, 3, . . . (22)

ò.å. Hk = Tr(Lk) ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ.

Îñòàåòñÿ áîëåå ñëîæíûé âîïðîñ î ÷èñëå òàêèõ íåçàâèñèìûõ èíòåãðà-
ëîâ, è ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòâåò íà íåãî � îòðèöàòåëüíûé. Óæå â òðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå, ïîñêîëüêó

TrL = 0, Tr(L2) =
∑
i,j

LijLji = −ϵijkϵijlMkMl = −2
∑
k

M2
k

Tr(L3) = ϵijkϵjlnϵlimMkMnMm = (δklδin − δknδil)ϵlimMkMnMm =

= ϵknmMkMnMm = 0

(23)

à ñòàðøèå ñòåïåíè ìàòðèöû L çàâåäîìî íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè 4.

4Òàêèì îáðàçîì, ðåàëüíî ìû ïîëó÷èì èç ïðåäñòàâëåíèÿ (19) ⌊N/2⌋ èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ, ò.å. âñå ÷åòíûå Tr(L2k) ïðè k = 1, 2, . . . , ⌊N/2⌋.
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Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà (19) óäîáíî äëÿ ïîèñêà èíòåãðàëîâ äâè-
æåíèÿ, íî åãî ÿâíî íåäîñòàòî÷íî.

Òåîðåìà Ìàíàêîâà, 1976 : Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â N -
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà

L̇ = [L, A] (24)

ãäå ìàòðèöû (L, A) = (L(z), A(z)) � ýëåìåíòû ïàðû Ëàêñà, çàâèñÿùåé îò
ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà (íàïîìíèì, ÷òî ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó Iij =
Iiδij ìîæíî ñ÷èòàòü äèàãîíàëüíîé)

L = I2z + L, A = Iz + Ω (25)

Ïðåäñòàâëåíèå (24) ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ 1
2

[
N
2

]
+ N(N−1)

4
èíòåãðà-

ëîâ äâèæåíèÿ â èíâîëþöèè, êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ TrL(z)k, k =
2, . . . , N .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñìîòðèì ñíà÷àëà, ÷òî äàåò óðàâíåíèå (24). Âû-
÷èñëÿÿ êîììóòàòîð â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èì

[L, A] = z2
[
I2, I

]
+ z

([
I2,Ω

]
+ [L, I]

)
+ [L,Ω] (26)

Êîììóòàòîð ïðè z2 çâíóëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïðè ïåðâîé ñòåïåíè èìå-
åì â ñèëó (16)[

I2,Ω
]
+ [L, I] = I2Ω− ΩI2 + ΩI2 + IΩI − IΩI − I2Ω = 0 (27)

íåòðèâèàëüíîå ñîêðàùåíèå. Íàêîíåö, íåçàâèñÿùèé îò ñïåêòðàëüíîãî ïà-
ðàìåòðà ÷ëåí äàåò ðîâíî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (19), ïîñêîëüêó

[L,Ω] = [L, A] = L̇ =
d

dt
(I2z + L) = L̇ (28)

Â ñèëó óðàâíåíèé Ëàêñà (24) (ñ îïåðàòîðàìè, çàâèñÿùèìè îò ñïåêòðàëü-
íîãî ïàðàìåòðà) î÷åâèäíî, ÷òî

d

dt
TrLk = Tr

[
Lk, A

]
= 0 (29)

ïîýòîìó ïîëèíîìû

Pk(z) = TrLk =
∑
l

Hklz
l

(30)
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ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè äëÿ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ {Hkl},
÷èñëî êîòîðûõ ðàñòåò êâàäðàòè÷íî ñ ðîñòîì ðàçìåðà ìàòðèöû N (êàê è
÷èñëî äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ). Õîòÿ

TrL2 = Tr
(
I2z + L

)2
= z2TrI4 + 2zTr(I2L) + TrL2 =

= z2TrI4 − 2M⃗2
(31)

íå äàåò íè÷åãî íîâîãî, íî óæå

TrL3 = Tr
(
I2z + L

)3
= z3TrI6 + 3zL1 (32)

ãäå

L1 = −2TrJ2M⃗2 + 4(det J)H (33)

ãäå èñêîìûé ãàìèëüòîíèàí H îïðåäåëåí èñêîìîé ôîðìóëîé (10).

12.4 Ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ëàêñà äëÿ òâåðäîãî òåëà

Îáùèé ðàçãîâîð î ñâîéñòâàõ îïåðàòîðîâ Ëàêñà ìû ïîêà îòëîæèì, íî
îòìåòèì ñðàçó ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ ôîðìóë (25)

• Îïåðàòîð Ëàêñà óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà (24), êîòîðîå àâòîìàòè÷åñêè ãåíåðèðóåò èíòåãðàëû äâèæå-
íèÿ.

• Óðàâíåíèÿ (24) ñèëüíî ïåðåîïðåäåëåíû, òàê êàê ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé
êàê ìèíèìóì èç N2 ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà êîýô-
ôèöèåíòû ìàòðèöû Ëàêñà. �Ñîäåðæàòåëüíûõ� èç íèõ íå òàê ìíîãî,
à îñòàëüíûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòüñÿ â ñèëó ðÿäà òîæäåñòâ. Ýòè
òîæäåñòâà � íåòðèâèàëüíûå ñâîéñòâà ïðåëñòàâëåíèÿ Ëàêñà.

• Ðåàëüíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü (äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî èíòåãðàëîâ äâè-
æåíèÿ) ÷àñòî âîçíèêàåò ëèøü êîãäà îïåðàòîð Ëàêñà L = L(z) äî-
ïîëíèòåëüíî çàâèñèò îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà z. Â ýòîì ñëó÷àå
èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ìîæíî �ñ÷èòûâàòü� èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ

det(L(z)− λ) = F (λ, z) = 0 (34)
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êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïëåêñíóþ êðèâóþ, òî÷íåå ñåìåé-
ñòâî êðèâûõ ïàðàìåòðèçîâàííîå èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ (êîýôôè-
öèåíòàìè óðàâíåíèÿ). Ïðè ýòîì íàä êàæäîé òî÷êîé MC â ïðî-
ñòðàíñòâå ìîäóëåé òàêèõ êðèâûõ (ò.å. ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷å-
íèÿõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ) âèñèò êîìïëåêñíûé òîð � ÿêîáèàí êðè-
âîé (34). Ëèóâèëëåâ òîð ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ñå÷åíè-
åì ÿêîáèàíà, ò.å. ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äàåò êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá
ïîèñêà ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë.
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