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13 Îïåðàòîðû Ëàêñà è ïðèìåðû èíòåãðèðó-

åìûõ ñèñòåì

13.1 Ïàðà Ëàêñà äëÿ òâåðäîãî òåëà

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äîïóñêàþò
ïðåäëîæåííîå Ìàíàêîâûì ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà

L̇ = [L, A] (1)

ãäå ìàòðèöû (L, A) = (L(z), A(z)) � ýëåìåíòû ïàðû Ëàêñà, çàâèñÿùåé
îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà (ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó Iij = Iiδij ìîæíî
ñ÷èòàòü äèàãîíàëüíîé)

L = I2z + L, A = Iz + Ω (2)

Ïðåäñòàâëåíèå (1) ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ 1
2

[
N
2

]
+ N(N−1)

4
èíòåãðà-

ëîâ äâèæåíèÿ â èíâîëþöèè, êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ TrL(z)k, k =
2, . . . , N . Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñóùåñòâåííî, ÷òî

• Îïåðàòîð Ëàêñà óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà (1), êîòîðîå àâòîìàòè÷åñêè ãåíåðèðóåò èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

• Óðàâíåíèÿ (1) ñèëüíî ïåðåîïðåäåëåíû, òàê êàê ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé
êàê ìèíèìóì èç N2 ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà êîýô-
ôèöèåíòû ìàòðèöû Ëàêñà. �Ñîäåðæàòåëüíûõ� èç íèõ íå òàê ìíîãî,
à îñòàëüíûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòüñÿ â ñèëó ðÿäà òîæäåñòâ. Ýòè
òîæäåñòâà � íåòðèâèàëüíûå ñâîéñòâà ïðåëñòàâëåíèÿ Ëàêñà.

• Ðåàëüíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü (äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî èíòåãðàëîâ äâè-
æåíèÿ) ÷àñòî âîçíèêàåò ëèøü êîãäà îïåðàòîð Ëàêñà L = L(z) äî-
ïîëíèòåëüíî çàâèñèò îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà z. Â ýòîì ñëó÷àå
èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ìîæíî �ñ÷èòûâàòü� èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ

det(L(z)− λ) = F (λ, z) = 0 (3)

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïëåêñíóþ êðèâóþ, òî÷íåå ñåìåé-
ñòâî êðèâûõ ïàðàìåòðèçîâàííîå èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ (êîýôôè-
öèåíòàìè óðàâíåíèÿ). Ïðè ýòîì íàä êàæäîé òî÷êîé MC â ïðî-
ñòðàíñòâå ìîäóëåé òàêèõ êðèâûõ (ò.å. ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíè-
ÿõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ) âèñèò êîìïëåêñíûé òîð � ÿêîáèàí êðèâîé
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(3). Ëèóâèëëåâ òîð ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ñå÷åíèåì ÿêî-
áèàíà, ò.å. ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äàåò êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá ïîèñ-
êà ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë.

13.2 Ñâîéñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà

Ïîñìîòðèì òåïåðü íà ñâîéñòâà îáùåãî óðàâíåíèÿ Ëàêñà (1) â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà Ëàêñà äèàãîíàëèçóåìà, ò.å. ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ
ëèíåéíîé çàäà÷è

LΨk = λkΨk, k = 1, . . . , N (4)

Ââåäåì òàêæå äâîéñòâåííûå ðåøåíèÿ

Ψ̃kL = λkΨ̃k, (Ψ̃k,Ψl) = δkl (5)

Òîãäà ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà: Ïðè ýâîëþöèè â ñèëó óðàâíåíèÿ Ëàêñà (1) ñïåêòð îïåðàòîðà L
íå ìåíÿåòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî:

λ̇k =
∂

∂t
(Ψ̃k,LΨk) = ( ˙̃Ψk,LΨk) + (Ψ̃k,LΨ̇k) + (Ψ̃k, L̇Ψk) =

= λk

(
( ˙̃Ψk,Ψk) + (Ψ̃k, Ψ̇k)

)
+ (Ψ̃k, [L, A] Ψk) =

= (Ψ̃k, (LA− AL)Ψk) = (λk − λk)(Ψ̃k, AΨk) = 0

(6)

Â ñèëó ýòîé òåîðåìû ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà Ëàêñà ÿâëÿþòñÿ
èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ, êàê è èõ ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

TrLn =
∑
k

λn
k = pn(λ) (7)

èëè êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

det(λ− L) = λN − λN−1u1 + . . .+ (−)NuN

un = en(λ) =
∑

j1<j2<...<jn

λj1 . . . λjn
(8)
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Çàäà÷à: âûðàçèòü êîýôôèöèåíòû (7) ÷åðåç (8), è íàîáîðîò.

Ìãíîâåííî äîêàçûâàåòñÿ è ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà: Óðàâíåíèå Ëàêñà (1) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíîé
çàäà÷è

LΨ = λΨ

Ψ̇ =
∂Ψ

∂t
= −AΨ

(9)

Äåéñòâèòåëüíî,

∂

∂t
(LΨ) = L̇Ψ+ LΨ̇ = L̇Ψ− LAΨ (10)

à òàêæå
∂

∂t
(λΨ) = λ̇Ψ+ λΨ̇ = λ̇Ψ− λAΨ = −ALΨ (11)

â ñèëó èçîñïåêòðàëüíîñòè. Âû÷èòàÿ îäíî èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì(
L̇ − LA+ AL

)
Ψ = 0 (12)

íà âñåõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ ìàòðèöû Ëàêñà, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè
âûïîëíåíèè óðàâíåíèÿ (1).

13.3 Ïðèìåðû îïåðàòîðîâ Ëàêñà

Ïðèâåäåì òåïåðü íåñêîëüêî âàæíåéøèõ ïðèìåðîâ èíòåãðèðóåìûõ ñè-
ñòåì, ãäå îïåðàòîðû Ëàêñà âîçíèêàþò íå ñòîëü î÷åâèäíûì îáðàçîì êàê
äëÿ N -ìåðíîãî òâåðäîãî òåëà.

13.4 Ñèñòåìà ÷àñòèö Êàëîäæåðî-Ìîçåðà

ßñíî, ÷òî äëÿ ñèñòåìû ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ìàòðèöó Ëàêñà ìîæíî ñðàçó
íàïèñàòü â âèäå

Lij = piδij, i, j = 1, . . . , N (13)

è òîãäà ñëåäû åå ñòåïåíåé TrLk èëè êîæôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî ìíîãî÷ëåíà det(λ − L) íåìåäëåííî âûäàäóò èíòåãðàëû äâèæåíèÿ �
ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè èìïóëüñîâ.

4



Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ � ìîæíî ëè êàê-òî èçìåíèòü (13),
ñäåëàâ ñèñòåìó íåòðèâèàëüíîé, íî ñîõðàíÿÿ èíòåãðèðóåìîñòü. Îäíèì èç
óäà÷íûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ àíçàö

Lij = piδij + (1− δij)α(qi − qj), i, j = 1, . . . , N

Aij = δij
∑
k

β(qi − qk) + (1− δij)γ(qi − qj)
(14)

ïîäñòàâëÿÿ êîòîðûé â óðàâíåíèÿ Ëàêñà äîñòàòî÷íî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî
êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ pi = q̇i âûïîëíÿþòñÿ ïðè óñëîâèè γ(x) = α′(x),
ñëåäóþùåì èç ñðàâíèâàíèÿ âíåäèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ óðàâ-
íåíèÿ (1). Çàíóëåíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðîèñõîäèò àâòîìàòè÷å-
ñêè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ åùå è ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå

α(x)α′(y)− α(y)α′(x) = (β(x)− β(y))α(x+ y) (15)

íà ôóíêöèè α(x) è ÷åòíóþ β(x) = β(−x). Ïðè ýòîì âòîðàÿ ïàðà êàíîíè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèîáðåòàåò âèä

ṗi = − ∂

∂qi

∑
k ̸=i

V ′(qi − qk), V (q) = α(q)α(−q) (16)

ò.å.èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà (åñëè íàéäóòñÿ íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñîîò-
íîøåíèÿ (15)) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñèñòåìó ïîïàðíî âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ÷àñòèö ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H = 1
2

N∑
i=1

p2i +
∑
i<j

V (qi − qj) (17)

• Ó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé èìåþòñÿ î÷åâèäíûå ðåøåíèÿ, íà-
ïðèìåð

α(x) =
ig

x
, β(x) =

ig

x2
(18)

èëè

α(x) =
igR

sinhRx
, β(x) =

igR2

sinh2(Rx)
(19)

âñå óñòðîåííûå òàê, ÷òî ïîòåíöèàë V (q) = α(q)α(−q) ∼
q→0

1
q2
èìååò

â íóëå ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà. Î÷åâèäíî, ñêàæåì, ÷òî ïðè R → 0
ðåøåíèå (19) ïåðåõîäèò â ðåøåíèå (18).
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Ñèñòåìû ÷àñòèö ñ ïîëþñíûìè ïîòåíöèàëàìè âòîðîãî ïîðÿäêà íàçû-
âàþòñÿ ñèñòåìàìè Êàëîäæåðî-Ìîçåðà, è îíè èíòåãðèðóåìû (âñïîì-
íèì îäíîìåðíóþ çàäà÷ó ñ ïîòåíöèàëîì V (r) ∼ 1

r2
, êîòîðàÿ ñâîäè-

ëàñü ê ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ â ïëîñêîñòè).

• Ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (15) ñ ïîëþñàìè âòîðîãî ïîðÿäêà íåìíîãî. Îëü-
øàíåöêèé è Ïåðåëîìîâ íàøëè ýëëèïòè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå äà-
åò ñèñòåìó ýëëèïòè÷åñêîãî Êàëîäæåðî ñ ïîòåíöèàëîì

V (q) = g2℘(q) (20)

à ðàöèîíàëüíîå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ âîçíèêàþò ïðè âû-
ðîæäåíèÿõ òîðà.

• Îäíàêî ñàìîå ñóùåñòâåííîå, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëëèïòè÷åñêîå ðåøå-
íèå Êðè÷åâåðà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì

α(x) = 2Φ(x, z), β(x) = 2℘(x)− 1

N − 1
℘(z) (21)

ãäå

Φ(x, z) =
σ(x− z)

σ(x)σ(z)
exζ(z), Φ(x, z)Φ(−x, z) = ℘(z)− ℘(x) (22)

êîòîðîå äàåò íå òîëüêî èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, íî è óðàâíåíèå ñà-
åêòðàëüíîé êðèâîé (3) ðîäà g = N , êîòîðàÿ N -êðàòíî íàêðûâàåò
ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ.

13.5 Öåïî÷êà Òîäû

Êëàññ ìîäåëåé Êàëîäæåðî (âêëþ÷àþùèé îáîáùåíèÿ òîãî, ÷òî ìû ðàñ-
ñìîòðåëè) ôàêòè÷åñêè èñ÷åðïûâàåò èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè ÷àñòèö ñ ïî-
òåíöèàëàìè âèäà (17), ãäå �âñå âçàèìîäåéñòâóþò ñî âñåìè�. Äðóãèì âàæ-
íåéøèì êëàññîì èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ öåïî÷êè Òî-
äû, òåñíî ñâÿçàííûå ñ àëãåáðàìè è ãðóïïàìè Ëè.

Öåïî÷êàìè Òîäû íàçûâàþòñÿ ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ �ñîñåäíèõ�
÷àñòèö ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ïîòåíöèàëîì, ò.å. ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H = 1
2

∑
i

p2i +
∑
i

eqi+1−qi
(23)
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èíòåãðèðóåìîñòü êîòîðûõ ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà

Lij = piδij + ciδi+1,j + ci−1δi,j+1

Aij =
1
2
ciδi+1,j − 1

2
ci−1δi,j+1

(24)

ãäå ci = exp
(
1
2
(qi+1 − qi)

)
. Îïåðàòîðû (24) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðåõ-

äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, ò.å. óðàâíåíèå Ëàêñà∑
j

LijΨj = λΨi (25)

ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà.

Â äàííîì ïðèìåðå ïîëó÷èòü ñïåêòðàëüíóþ êðèâóþ (èëè ñäåëàòü îïå-
ðàòîð Ëàêñà çàâèñÿùèì îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà) ïîìîãàåò ñëåäóþ-
ùåå ñîîáðàæåíèå. Ôîðìàëüíî ïîêà âñå ôîðìóëû íàïèñàíû êàê áû äëÿ
áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè ÷àñòèö, è åñëè ìû õîòèì îãðàíè÷èòü åå íà êîíå÷íîå
÷èñëî ÷àñòèö N , òî íàäî êàê-òî îïðåäåëèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íàïðè-
ìåð, ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì, ò.å. ñêàçàòü, ÷òî

qi+N = qi, pi+N = pi, ∀ i (26)

Ñëåäóåò òàêæå íàëîæèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çà-
äà÷è (25), è ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ (èëè ôèçèêà êîíäåíñèðî-
âàííîãî ñîñòîÿíèÿ) ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ýòî äîëæíî áûòü óñëîâèå êâàçè-
ïåðèîäè÷íîñòè

Ψi+N = wΨi, w ∈ C× (27)

ãäå âîçíèêàåò åùå îäíî êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òàê íàçûâàåìûé êâàçèèì-
ïóëüñ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü íàáîð {Ψi} ðåøåíèåì ñèñòåìû
óðàâíåíèé èç (25) è (27), èëè ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿìè äâóõ îïåðàòîðîâ
� îïåðàòîðà Ëàêñà L è îïåðàòîðà ñäâèãà T = TN íà êîíå÷íîå ÷èñëî N
âäîëü öåïî÷êè.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è (êàê è
äëÿ ïàðû Ëàêñà) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîñòü

[L, T ] = 0 (28)

äâóõ îïåðàòîðîâ. Êîãäà Êðè÷åâåð ñôîðìóëèðîâàë ýòî â 70-õ, òî âûÿñíè-
ëîñü, ÷òî çàäà÷à êëàññèôèêàöèè êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ óæå áûëà
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ðåøåíà çà 50 ëåò äî ýòîãî Áóðíõàëîì è ×îíäè, êîòîðûå äîêàçàëè, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ F (λ,w), òàêàÿ ÷òî

F (L, T ) = 0 (29)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå ñïåêòðàëüíîé êðèâîé, âîïðîñ òîëüêî â òîì � êàê
åãî òåõíè÷åñêè ïîëó÷èòü.

Î÷åâèäíûé îòâåò: íàäî ïåðåïèñàòü îïåðàòîð Ëàêñà â áàçèñå ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà ñäâèãà � ïðè ýòîì â íåì ïîÿâèòñÿ çàâèñèìîñòü
îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà èëè L = L(w) ñîáñòâåííîãî ÷èñëà îïåðàòîðà
ñäâèíà T . Ìîæíî åñòåñòâåííî ïîñòóïèòü íàîáîðîò � çàïèñàòü îïåðàòîð
ñäâèãà â áàçèñå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ëàêñà.

Çàäà÷à: äîêàçàòü, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå âîçíèêàåò óðàâíåíèå

det
N×N

(λ− L(w)) = 0 (30)

à âî âòîðîì
det
2×2

(w − T (λ)) = 0 (31)

êîòîðîå èìååò âèä

w +
1

w
= PN(λ) (32)

ò.å. çàäàåò ãèïåðýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ ðîäà g = N − 1, âëîæåííóþ â
(λ,w) ∈ C× C×.

Äîáàâèì ðÿä çàìå÷àíèé:

• Ïðè N = 2 ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ (32) w+ 1
w
= u áóêâàëüíî ñîâïà-

äàåò ñ òîé, ÷òî ó íàñ âîçíèêàëà ïðè èíòåãðèðîâàíèè ôèçè÷åñêîãî
ìàÿòíèêà.

• Îïåðàòîðû Ëàêñà Òîäîâñêèõ ñèñòåì ñòðîÿòñÿ äëÿ ëþáîé ïðîñòîé
èëè àôôèííîé àëãåáðû Ëè ïî ôîðìóëå

L = p · h+
∑
α

(eα + fα)e
α·q/2

(33)

ãäå (h, e, f) � ãåíåðàòîðû Øåâàëëå, à ñóììà èäåò ïî ïðîñòûì êîð-
íÿì.

• Ðàññìîòðåííûå âûøå êðèâûå äëÿ ñèñòåì Òîäû è Êàëîäæåðî âîçíè-
êàþò â òåîðèè Âèòòåíà-Çàéáåðãà ïðè îïèñàíèè ñóïåðñèììåòðè÷íûõ
êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèé ïîëÿ ñ ãðóïïàìè SU(N).
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13.6 Óðàâíåíèå ÊäÔ

Îòìåòèì íàêîíåö, ÷òî èíòåãðèðóåìîñòü è ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà âîçíè-
êàþò òàêæå â çàäà÷àõ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, íàïðè-
ìåð äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ôóíêöèè u = u(x) íà ïðÿìîé
èëè îêðóæíîñòè. Ñàìûé èçâåñòíûé ïðèìåð � ïàðà Ëàêñà äëÿ îïåðàòîðà
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

L = ∂2 + u, A = ∂3 +
3

2
u∂ +

3

4
ux (34)

ãäå ∂ = ∂/∂x, óðàâíåíèå Ëàêñà äëÿ êîòîðîé ïðèâîäèò ê

4ut = 6uux + uxxx (35)

çíàìåíèòîìó óðàâíåíèþ Êîðòåâåãà-äå-Ôðèçà. Çàìåòèì, ÷òî ïî-ïðåæíåìó
óðàâíåíèå Ëàêñà òðåáóåò ïîìèìî ñàìîãî óðàâíåíèÿ (35) íåòðèâèàëüíîãî
ñîêðàùåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ ∂.
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