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Ëèñòîê 1.5

Äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè è èõ êîìïëåêñíàÿ çàïèñü. Ðÿäû
ñðîê ñäà÷è 9 ôåâðàëÿ

Îáîçíà÷åíèÿ çàäà÷: ÑÁ� çàäà÷à áåç çâ¼çäî÷êè òîëüêî äëÿ ñòóäåíòîâ Ñîâáàêà (¾ìàòåìàòèêàì¿
å¼ ñäàâàòü íåëüçÿ), áåç çíà÷êà � çàäà÷à áåç çâ¼çäî÷êè äëÿ âñåõ, (*)� çàäà÷à áåç çâ¼çäî÷êè äëÿ
¾ìàòåìàòèêîâ¿ è ñî çâ¼çäî÷êîé äëÿ ñòóäåíòîâ Ñîâáàêà, *� çàäà÷à ñî çâ¼çäî÷êîé äëÿ âñåõ.

Òåîðåìà Øàëÿ

Îïðåäåëåíèå. Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà,
åñëè âòîðîé âåêòîð ëåæèò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé, ïîðîæ-
äåííîé ïåðâûì âåêòîðîì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïàðà âåêòîðîâ îðèåíòèðîâàíà îòðèöàòåëüíî.

Îïðåäåëåíèå. Äâèæåíèå ïëîñêîñòè ñîõðàíÿåò (ìåíÿåò) îðèåíòàöèþ, åñëè îíî ïåðåâîäèò ïîëî-
æèòåëüíî îðèåíòèðîâàííóþ ïàðó â ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îðèåíòèðîâàííóþ.

Òåîðåìà (Òåîðåìà Øàëÿ). Äâèæåíèå ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ� ýòî ëèáî ïîâî-
ðîò, ëèáî ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ; ìåíÿþùåå îðèåíòàöèþ� ýòî îñåâàÿ ñèììåòðèÿ èëè ñêîëüçÿ-
ùàÿ ñèììåòðèÿ (êîìïîçèöèÿ îñåâîé ñèììåòðèè è ïåðåíîñà âäîëü îñè ñèììåòðèè).

Çàäà÷à 1ÑÁ. Äîêàæèòå, ÷òî ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ äâèæåíèå ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå õîòÿ áû
îäíó ïðÿìóþ â íå ïàðàëëåëüíóþ åé, èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó è ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì.

Çàäà÷à 2ÑÁ. Äîêàæèòå, ÷òî ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ äâèæåíèå ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå ëþáóþ
ïðÿìóþ â ïàðàëëåëüíóþ åé, ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñîì.

Çàäà÷à 3ÑÁ. Äîêàæèòå, ÷òî ìåíÿþùåå îðèåíòàöèþ äâèæåíèå ïëîñêîñòè, èìåþùåå õîòÿ áû îäíó
íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ÿâëÿåòñÿ îñåâîé ñèììåòðèåé.

Çàäà÷à 4ÑÁ. Äîêàæèòå, ÷òî ìåíÿþùåå îðèåíòàöèþ äâèæåíèå ïëîñêîñòè, íå èìåþùåå íåïîäâèæíûõ
òî÷åê, ÿâëÿåòñÿ ñêîëüçÿùåé ñèììåòðèåé.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå êâàäðàò èçó÷àåìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Äâèæåíèÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ

êîìïëåêñíîé ïðÿìîé

Çàäà÷à 5ÑÁ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå z 7→ az + b äëÿ ëþáûõ a ∈ C∗, b ∈ C�ïîâîðîò ñ ðàñòÿ-
æåíèåì èëè ïåðåíîñ; ïîñëåäíåå áûâàåò åñëè è òîëüêî åñëè a = 1.

Çàäà÷à 6ÑÁ. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå z 7→ az + b, |a| = 1, a 6= 1�ïîâîðîò; è ëþáîé
ïîâîðîò ìîæåò áûòü òàê çàïèñàí.

Çàäà÷à 7ÑÁ. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîâîðîòîâ
íà óãëû ñ íåíóëåâîé ñóììîé ïî ìîäóëþ 2π� ñíîâà ïîâîðîò, à íà óãëû ñ íóëåâîé ñóììîé ïî ìîäóëþ
2π�ïåðåíîñ.

Çàäà÷à 8ÑÁ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñêîëüçÿùèõ ñèììåòðèé ñ ïàðàëëåëüíûìè îñÿìè�
ïåðåíîñ, à ñ íåïàðàëëåëüíûìè� ïîâîðîò.

Çàäà÷à 9(*). Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå z 7→ iz̄ + 1− i ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé è íàéäèòå å¼ îñü.

Çàäà÷à 10(*). Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå z 7→ az̄+b ÿâëÿåòñÿ îñåâîé ñèììåòðèåé, åñëè è òîëüêî
åñëè |a| = 1 è ab̄+ b = 0.
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Çàäà÷à 11(*). Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå z 7→ az + bz̄, C → C áèåêòèâíî åñëè è òîëüêî åñëè
|a| 6= |b|. Îíî ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, åñëè |a| > |b| è ìåíÿåò å¼, åñëè |a| < |b|.
Çàäà÷à 12(*). Ëþáîé ìíîãî÷ëåí îò x è y ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî çàïèñàòü êàê
ìíîãî÷ëåí îò z è z̄ òîæå ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî
è ñîõðàíÿåò ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà. Åñëè ìíîãî÷ëåí îò z è z̄ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè âñåõ z ∈ C, âñå
åãî êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ. Äîêàæèòå ýòè óòâåðæäåíèÿ.

Çàäà÷à 13(*). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí îò z è z̄ ãîëîìîðôåí åñëè è òîëüêî åñëè êîýôôèöèåíòû
ïåðåä âñåìè åãî ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè z̄, ðàâíû íóëþ.

Ðÿäû

Çàäà÷à 14*. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë (an) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f íà

ïðÿìîé, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî n ñïðàâåäëèâî, ÷òî f(x) =
n∑

k=0

akx
k + o(xn) ïðè x→ 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñðåçàþùèìè ôóíêöèÿìè� áåñêîíå÷íî ãëàä-
êèìè ôóíêöèÿìè, ðàâíûìè íóëþ âíå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ è ðàâíûìè 1 âíóòðè íåêîòîðîé
ìåíüøåé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ñàìî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ôóíêöèé� òîæå çàäà÷à. Ìû ðåøèì å¼ ïîç-
æå, à ñåé÷àñ ïðåäïîëîæèì, ÷òî õîòÿ áû îäíà òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 15*. Äîêàæèòå òåîðåìó Áîðåëÿ: äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë an ñóùåñòâóåò ôóíê-

öèÿ, èìåþùàÿ âñå ïðîèçâîäíûå íà âñåé ïðÿìîé, ðÿä Òåéëîðà êîòîðîé â íóëå èìååò âèä
∞∑
n=1

anz
n.

Â îáåèõ çàäà÷àõ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàäà¼òñÿ â âèäå ðÿäà. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à òðåáóåò äîêàçàòü, ÷òî
ñóììà ýòîãî ðÿäà � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

Çàäà÷à 16(*). Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïëîñêàÿ â íóëå, ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Çàäà÷à 17(*). Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïëîñêàÿ â íóëå è îïðåäåë¼ííàÿ íà èíòåðâàëå, ðàâíà íóëþ
íà âñåì ýòîì èíòåðâàëå.

Çàäà÷à 18(*). Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò òîëüêî èçîëèðîâàííûå íóëè è êðèòè÷åñêèå òî÷êè.

Çàäà÷à 19. Ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè (1 + x)a ñõîäèòñÿ â îòêðûòîì åäèíè÷íîì êðóãå. Îí ñõîäèòñÿ ê
ñàìîé ýòîé ôóíêöèè íà èíòåðâàëå (−1, 1) ðàâíîìåðíî íà êàæäîì îòðåçêå, ïðèíàäëåæàùåì ýòîìó
èíòåðâàëó.

Çàäà÷à 20. Ðÿäû Òåéëîðà ôóíêöèé sinx è cosx ñõîäÿòñÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îíè
ñõîäÿòñÿ ê ñàìèì ýòèì ôóíêöèÿì íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ðàâíîìåðíî íà êàæäîì îòðåçêå.

Çàäà÷à 21(*). Ïóñòü lim
n→∞

nk|an| ∈ (0,∞). Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, åñëè k > 1, è ðàñõî-

äèòñÿ, åñëè k ≤ 1.


