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1. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.
ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ !

ÎÁ M ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ G, ÅÓÌÉ A∗! = !, ÇÄÅ A : M →M | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ
ÇÒÕÐÐÙ G. ä×Å ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ | ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.
úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ S1 ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁ ÆÏÒÍÅ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÐÏ×ÏÒÏÔÏ×. Â) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÕÎËÔÁ 1Á, ÞÔÏ 1-ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ S1 ÔÏÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ∫
S1 ! = 0. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ H1

DR(S1). ×) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ Hk
DR(S1 × S1) ÐÒÉ k = 0; 1; 2.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ f : S2 → RP 2 | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ
ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ × ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÕÀ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ É ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ). ðÕÓÔØ A : S2 → S2 | ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÓÆÅÒÙ × ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÕÀ. Á) ðÕÓÔØ ! | 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ S2.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2-ÆÏÒÍÁ � ÎÁ RP 2 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ! = f∗�, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A∗! = !.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ RP 2 ÔÏÞÎÁ.

2. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍ É ÔÅÏÒÅÍÁ óÔÏËÓÁ
ðÕÓÔØ M = R2 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x É y; z def= x + iy (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M), dz def= dx +

idy (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ M), pn def= Re(zn dz), qn def= Im(zn dz), ÇÄÅ n = 0;±1;±2; : : : (ÏÂÙÞÎÙÅ,
×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ ÎÁ M ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, p1 = xdx− ydy, q1 = xdy + ydx).
úÁÄÁÞÁ 3. Á) îÁÊÄÉÔÅ dpn É dqn. Â) îÁÊÄÉÔÅ

∫
x2+y2=R2 pn É

∫
x2+y2=R2 qn. ×) äÌÑ ËÁËÉÈ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ

fn; gn : R2 \ {(0; 0)} → R ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ dfn = pn É dgn = qn? îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Ë ÓÆÅÒÅ S2 = {(x; y; z) ∈ R3 |
x2 + y2 + z2 = 1}. Á) ÷×ÅÄÉÔÅ ÎÁ M ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
Â) ðÕÓÔØ Sa ⊂ M | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× v ∈ M , ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÓÆÅÒÙ × ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ S2, É ÐÕÓÔØ
R' : M →M | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÐÏ×ÏÒÁÞÉ×ÁÀÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ Sa ÎÁ ÕÇÏÌ ' (ÔÏÞËÁ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ a ÎÅ
ÍÅÎÑÅÔÓÑ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ 1-ÆÏÒÍÙ � ÎÁ M ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ R∗'� = � ÄÌÑ ×ÓÅÈ ' É

∫
Sa � = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ a ∈ S2.

×) îÁÊÄÉÔÅ
∫
L �, ÇÄÅ L ⊂ S2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÜË×ÁÔÏÒÁ ÓÆÅÒÙ (× ÔÏÞËÁÈ ÜË×ÁÔÏÒÁ) É

ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ Ó ÚÁÐÁÄÁ ÎÁ ×ÏÓÔÏË.

3. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ
úÁÄÁÞÁ 5. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ (Ô.Å. ×ÓÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÇÏÍÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÙ) ÄÌÑ ÐÏËÒÙÔÉÑ X = U1∪U2, ÇÄÅ Á) X = Sn, U1 = Sn \{a}, U2 = Sn \{b}, ÇÄÅ a; b ∈ Sn | ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ. Â) X = T2 = S1×S1 (Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ), U1 = (S1 \{a})×S1, U2 = (S1 \{b})×S1, ÇÄÅ
a; b ∈ S1 | ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ×) X = [0; 1]2=((x; 0) ∼ (x; 1); (0; y) ∼ (1; 1− y)) (ÂÕÔÙÌËÁ
ëÌÅÊÎÁ); U1 = {(x; y) ∈ K | x 6= 0; x 6= 1}, U2 = {(x; y) ∈ K | x 6= 1=2}. Ç) X | ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ, U1 | ÒÕÞËÁ
(ÏÔËÒÙÔÁÑ), U2 | ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ X \ U1 ÐÌÀÓ ÏÂÏÄÏË × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÒÕÞËÉ U1.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 5Ç). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É Ó ÄÙÒËÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÂÕËÅÔÕ
2g ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.
úÁÄÁÞÁ 6. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÄÅ òÁÍÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á R3 \ S1, ÇÄÅ S1 def= {(x; y; 0) ∈ R3 | x2 + y2 = 1}. õËÁÖÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ, ËÌÁÓÓÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ
ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐÁÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

4. õÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ
úÁÄÁÞÁ 7. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ 1×, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÄÅ òÁÍÁ ÔÏÒÁ
S1 × S1.
úÁÄÁÞÁ 8. ïÐÉÛÉÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ CP 1 = S2 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f([z : w]) =
[zn : wn]

1



5. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ S2 = {(x; y; z) | x2 + y2 + z2 = 1}, É Lt def= {(x; y; z) ∈ S2 | z ≤ t}, ÇÄÅ −1 ≤ t ≤ 1. Á) äÏ-
ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Lt ÐÒÉ −1 < t < t | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ËÒÕÇÕ É ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÞËÅ. Â) ðÕÓÔØ ! | 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ S2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï 1-ÆÏÒÍ �t ÎÁ Lt,
−1 < t < 1, ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ t É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ d�t = ! ÎÁ Lt. ×) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÕÎËÔÁ 9Â, ÞÔÏ !
| ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (ÎÁ S2) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

∫
S2 ! = 0. Ç) ïÂÏÂÝÉÔÅ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁ n-ÍÅÒÎÕÀ

ÓÆÅÒÕ Sn.
ðÕÓÔØ f : Sn → Sn | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 10. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ 9Ç, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ deg f def=
(∫
Sn f∗!

)/(∫
Sn !

)
ÎÅ

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ n-ÆÏÒÍÙ ! (ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ
∫
Sn ! 6= 0). þÉÓÌÏ deg f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

f .
úÁÄÁÞÁ 11. Á) ðÕÓÔØ c ∈ Sn | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , Ô.Å. ÅÓÌÉ x ∈ f−1(c), ÔÏ det f ′(x) 6= 0.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f−1(c) ⊂ Sn ËÏÎÅÞÅÎ. Â) ðÕÓÔØ c | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f É f−1(c) = {x1; : : : ; xN}.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U 3 c É Ui 3 xi ÐÒÉ i = 1; : : : ; N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f |Ui = U É f : Ui → U
| ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; N . ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ Sn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ n-ÆÏÒÍÁ ! Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ
supp! ⊂ U . ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ! ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 10, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg f = ∑N

i=1 sign det f ′(xi).
úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ M = CP 2, U1 = {[x : y : z] ∈ CP 2 | x 6= 0}, U2 = {[x : y : z] ∈ CP 2 | y 6= 0 ÉÌÉ z 6= 0}.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U1 ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ C2 É ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÞËÅ, U2 ÒÁ×ÎÏ CP 2 \ {[1 : 0 : 0]}
É ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ CP 1 = {[0 : y : z] ∈ CP 2}, ÔÏ ÅÓÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, Á U1 ∩ U2 ÄÉÆÆÅÏ-
ÍÏÒÆÎÏ C2 \ {(0; 0)} É ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ M = U1 ∪ U2 (Ô.Å. ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-
ÍÙ). ×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÆÏÒÍÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓ × H2

DR(CP 2) É H4
DR(CP 2). Ç) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ

ÚÁÄÁÞÉ 12×, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÄÅ òÁÍÁ CP 2. Ä) ïÐÉÛÉÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ
CP 2 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : CP 2 → CP 2, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f([x : y : z]) = [x2 : y2 : z2].


