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2. Ïóòè â ãðàôàõ

Ïðèâåä¼ííûå çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå íåôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ.
Ãðàô ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê íàáîð òî÷åê (íàïðèìåð, íà ïëîñêîñòè), íåêîòîðûå ïàðû êîòîðûõ ñîåäèíåíû

ëîìàíûìè Òî÷êè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà, à ëîìàíûå� ð¼áðàìè. Ïðè ýòîì òîëüêî êîíöû êàæäîé ëîìàíîé
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà; ëîìàíûå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â íåêîíöåâûõ òî÷êàõ, íî òàêèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íå
ñ÷èòàþòñÿ âåðøèíàìè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå ðåáðî ñîåäèíÿåò ðàçíûå âåðøèíû è êàæäàÿ ïàðà âåðøèí íå ñîåäèíåíà áîëåå ÷åì
îäíèì ðåáðîì. Îáùåïðèíÿòîå íàçâàíèå òàêèõ ãðàôîâ� ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð èëè ïðîñòûå ãðàôû.

Ðàñïðîñòðàí¼ííûì ïðèìåðîì ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ãðàô çíàêîìñòâ. Âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò ëþäÿì;
äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå äâà ÷åëîâåêà çíàêîìû ìåæäó ñîáîé.

Êîëè÷åñòâà âåðøèí è ð¼áåð ðàññìàòðèâàåìîãî ãðàôà îáîçíà÷àþòñÿ V è E ñîîòâåòñòâåííî.
Ñòåïåíüþ âåðøèíû ãðàôà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âûõîäÿùèõ èç íå¼ ð¼áåð.

2.1 (Ñòåïåíè âåðøèí). à) Â ëþáîì ãðàôå íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû îäèíàêîâîé ñòåïåíè.
á) Ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí â ëþáîì ãðàôå ÷¼òíà è ðàâíà 2E.

Ïóò¼ì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, â êîòîðîé ëþáûå äâå ñîñåäíèå âåðøèíû ñîåäèíåíû
ðåáðîì. Öèêëîì íàçûâàåòñÿ ïóòü, â êîòîðîì ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò. Ïóòü (öèêë) íàçûâàåòñÿ
íåñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ (èëè ïðîñòûì), åñëè îí ïðîõîäèò ïî êàæäîé ñâîåé âåðøèíå òîëüêî îäèí ðàç è íå ïðîõîäèò
íèêàêîå ðåáðî äâà ðàçà ïîäðÿä.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ìîæíî ñîåäèíèòü ïóò¼ì.

2.2. Äàí ãðàô, ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû êîòîðîãî íå ìåíüøå k, ãäå k ≥ 2. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðàôå
íàéä¼òñÿ ïðîñòîé öèêë äëèíû, íå ìåíüøåé, ÷åì k + 1.

2.3. Äàí äâóñâÿçíûé ãðàô, ò. å. ñâÿçíûé ãðàô, êîòîðûé ïðè óäàëåíèè ëþáîãî ñâîåãî ðåáðà îñòà¼òñÿ ñâÿç-
íûì. Äâîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè ñòàâÿò ñòðåëêè íà ð¼áðàõ. Ïðîèãðûâàåò èãðîê, ïîñëå õîäà êîòîðîãî
îò êàêîé-òî âåðøèíû íåëüçÿ äîáðàòüñÿ äî êàêîé-íèáóäü äðóãîé, äâèãàÿñü òîëüêî âäîëü ñòðåëîê è ïî
ð¼áðàì áåç ñòðåëîê. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîé èãðå îáîèõ ñîïåðíèêîâ ïàðòèÿ çàêîí÷èòñÿ âíè÷üþ.

2.4. à) Â ãîðîäå íåò íè ìîñòîâ, íè òóííåëåé, íè òóïèêîâ. Âñå ïåðåêð¼ñòêè èìåþò êðåñòîîáðàçíóþ ôîðìó
è îáðàçîâàíû ïåðåñå÷åíèåì ðîâíî äâóõ óëèö (óëèöû íå îáÿçàòåëüíî ïðÿìûå). Ñîâåðøàÿ èíñïåê-
öèîííóþ ïîåçäêó ïî ãîðîäó, ãóáåðíàòîð íà êàæäîì ïåðåêð¼ñòêå ïîâîðà÷èâàë ëèáî íàïðàâî, ëèáî
íàëåâî. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ øîô¼ð ãóáåðíàòîðà çàìåòèë, ÷òî îíè åäóò ïî äîðîãå, ïî êîòîðîé
óæå ïðîåçæàëè. Äîêàæèòå, ÷òî îíè åäóò â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è â ïåðâûé ðàç.

á) ∗ Äâà àëüïèíèñòà ñòîÿò íà óðîâíå ìîðÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ ãîðíîãî õðåáòà (ïëîñêîé
ëîìàíîé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çâåíüåâ), ðàñïîëîæåííîãî öåëèêîì íàä óðîâíåì ìîðÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
îíè ñìîãóò âñòðåòèòüñÿ, îñòàâàÿñü â ïðîöåññå äâèæåíèÿ âñ¼ âðåìÿ íà îäíîé âûñîòå íàä óðîâíåì
ìîðÿ.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè ñâÿçíîãî ãðàôà� íàèìåíüøåå ÷èñëî ð¼áåð â ñîåäèíÿþùåì èõ ïóòè (ìèíè-
ìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì ñîåäèíÿþùèì ýòè âåðøèíû ïóòÿì). Ðàññòîÿíèå â ãðàôå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëü-
íèêà. Äèàìåòð ñâÿçíîãî ãðàôà� íàèáîëüøåå èç ðàññòîÿíèé ìåæäó åãî âåðøèíàìè.

2.5.* Ïóñòü â ñâÿçíîì ãðàôå äèàìåòðà d ìèíèìàëüíàÿ äëèíà öèêëà ðàâíà 2d+ 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíè
âñåõ âåðøèí ðàâíû.


