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3. Äåðåâüÿ

Ãðàô íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñëè îí ñâÿçåí è íå ñîäåðæèò íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ. Îñòîâîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ
ëþáîé åãî ïîäãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì è ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû ãðàôà

3.1. à) Â ëþáîì äåðåâå íàéäåòñÿ ëèñò, ò.å. âåðøèíà ñòåïåíè 1.
á) Ñâÿçíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì n− 1 ðåáðî.
â) Ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åãî âåðøèíàìè ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííûé íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ ïóòü.
ã) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòåïåíåé âåðøèí íåêî-

òîðîãî äåðåâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà åå ÷ëåíîâ ðàâíà 2n− 2.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðàôû ñ çàíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè (ò.å. ãðàôû, à íå èõ êëàññû èçîìîðôèçìà).

3.2. Êàêèõ ãðàôîâ ñ äàííûìè n âåðøèíàìè áîëüøå:
à) èìåþùèõ èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó èëè íå èìåþùèõ?
á) ñâÿçíûõ èëè íåñâÿçíûõ?

3.3 (Ôîðìóëà Êýëè). à) ×èñëî äåðåâüåâ ñ äàííûìè n âåðøèíàìè ðàâíî nn−2.
á) Ïóñòü d1 + · · ·+ dn = 2n− 2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè, ó êîòîðûõ ñòåïåíü i-é
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Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:
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ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì äåðåâüÿì T c n âåðøèíàìè, à ÷åðåç degT (i) îáîçíà÷åíà ñòåïåíü i-é âåðøèíû â
äåðåâå T .

3.4. à) Äîêàæèòå, ÷òî äåðåâå íåò íåïóñòûõ ïîäãðàôîâ, ó êîòîðûõ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ÷åòíàÿ è
ïîëîæèòåëüíàÿ.

á) Äëÿ ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç h1(G) ÷èñëî åãî ïîäãðàôîâ áåç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, ó êîòî-
ðûõ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ÷åòíà. (Ïóñòîé ïîäãðàô óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ). Äîêàæèòå,
÷òî h1(G) � ñòåïåíü äâîéêè. Âûðàçèòå h1(G) ÷åðåç êîëè÷åñòâî âåðøèí v, ðåáåð e è êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè k ãðàôà.

â) Íà ðåáðàõ äåðåâà ñòîÿò çíàêè + è −. Ðàçðåøàåòñÿ ìåíÿòü çíàêè íà âñåõ ðåáðàõ, âûõîäÿùèõ èç
îäíîé âåðøèíû. Òîãäà èç ëþáîé ðàññòàíîâêè ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ äðóãóþ.

ã) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå äîñòàòî÷íî óìåòü ìåíÿòü çíàêè òîëüêî â âåðøèíàõ, â êîòîðûå
âõîäÿò ëèøü ðåáðà ñ îäíèì çíàêîì.

ä) Íàçîâåì äâå ðàññòàíîâêè çíàêîâ + è − íà ðåáðàõ ãðàôà ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíà ïîëó÷àåòñÿ èç
äðóãîé ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç ïóíêòà â). Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1(G) ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
ðàññòàíîâîê çíàêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, è âûðàçèòå åãî ÷åðåç v, e è k.

å*) Äîêàæèòå, ÷òî h1(G) è h1(G) íå ìåíÿþòñÿ ïðè ñòÿãèâàíèè ðåáðà, è âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî h1(G) =
h1(G).


