
Ìàòåðèàëû ê ñåìèíàðàì ïî ìàòàíàëèçó (âòîðîé ñåìåñòð)
9-ÿ è 10-ÿ íåäåëè (05.03�16.03.2018)

Ëåêöèè 12�14

1. Ëåêöèè 12. Ôîðìóëà Òåéëîðà

2. Ëåêöèè 13. Äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ

3. Ëåêöèè 14. Ïîëíîòà C. Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé

Ïðèìåðíûå çàäà÷è ñåìèíàðîâ 13�15

Èç ïðîøëîãî ñïèñêà

Çàäà÷à 5.1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî âåùåñòâåííîãî èëè êîìïëåêñíîãî

ïåðåìåííîãî â ëþáîé òî÷êå èìååò ïðåäåë, êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé.

Çàäà÷à 5.2. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå (îòëè÷íîì îò x
y ,

y
x), ÷òî äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ ýòî óæå íå òàê.

Ýêñòðåìóìû

Çàäà÷à 5.3. Ïóñòü f �ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé, à g�äâóõ. Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîìïî-

çèöèè F = f ◦ g.

Çàäà÷à 5.4. Äîêàæèòå, ÷òî íåâûðîæäåííûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè äâàæäû ãëàäêîé ôóíêöèè èçîëèðî-

âàíû.

Çàäà÷à 5.5. Íàéäèòå íåâûðîæäåííûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, îïðåäåëèòå èõ òèï è íàðèñóéòå ëèíèè èëè

ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ âáëèçè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê äëÿ ôóíêöèé:

a) sin(x2 ± y2); b) cos(x2 ± y2 + 2x); c) xy +
50

x
+

20

y
;

d) exp(x2 − y)(5− 2x+ y); e) xy2z3(a− x− 2y − 3z), a > 0.

Ôîðìóëà Òåéëîðà è ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå

Çàäà÷à 5.6. Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè:

a) sin(x) + cos(y); b) sin(x) cos(y); c) sin(xy); d) exp(x+ y).

Çàäà÷à 5.7. Íàéäèòå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà 2018 ôóíêöèè exp(x2 + y2) â òî÷êå (0, 0).

Çàäà÷à 5.8. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ D20,18f(x, y) â òî÷êå (0, 0) äëÿ ôóíêöèè:

a) f(x, y) = exp(x7 + y7); b) f(x, y) = exp(x20 + y18); c) f(x, y) = sin(x+ y).

Äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ

Çàäà÷à 5.9. Âû÷èñëèòå äèôôåðåíöèàëû è ÿêîáèàíû â òî÷êå x = (x1, x2) äëÿ ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé:

a) x 7→
(
2 1
4 3

)
; b) x 7→ (x21 + x22, x1 + x2); c) x 7→ x+ a(sin(x1 + x2), sin(x1 − x2)).

Çàäà÷à 5.10. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî M ∼= Rn2
, ñîñòîÿùåå èç êâàäðàòíûõ ìàòðèö n × n ñ âåùå-

ñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âû÷èñëèòå äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿM →M , ïåðåâîäÿùåãî ìàòðèöó

m ∈M â m2 a) â åäèíè÷íîé ìàòðèöå; b) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå.

Çàäà÷à 5.11*. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè, ïåðåâîäÿùåé ìàòðèöó å¼ äåòåðìèíàíò

a) â åäèíè÷íîé ìàòðèöå; b) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå.
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Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; ïîëíîòà

Çàäà÷à 5.12. a)Äîêàæèòå, ÷òî

ρ(f, g) =

1∫
0

|f(x)− g(x)|dx (1)

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â ïðîñòðàíñòâå C[0,1].

b) Ïîëíî ëè ïðîñòðàíñòâî C[0,1] â ìåòðèêå (1)?

Çàäà÷à 5.13. Ïîëíî ëè ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé ñòåïåíè â ìåòðèêå

a) ρ(f, g) = max1,2 |f − g|? b) ρ(f, g) = max1,2,3 |f − g|?

Çàäà÷à 5.14. ßâëÿåòñÿ ëè ìåòðèêîé ðàññòîÿíèå

ρ(f, g) = max
A
|f − g|, A =

{ 1
n
|n ∈ N

}
a) íà ìíîæåñòâå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ? b) íà ìíîæåñòâå âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé?

ñ) Òîò æå âîïðîñ, åñëè A çàìåíèòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà îòðåçêà [0, 1].

Çàäà÷à 5.15. Ïîëíî ëè ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íà [0, 1] â ìåòðèêå (1)?

Çàäà÷à 5.16. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî C íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [0, 1] íå ïîëíî â ìåòðèêå (1).
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