
Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ

Ñ.Ì.Íàòàíçîí

Contents
1. Êàòåãîðèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé 2
1.1. Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ 2
1.2. Ìîðôèçìû è èçîìîðôèçìû 3
1.3. Çàäàíèå ìíîãîîáðàçèé óðàâíåíèÿìè 4
2. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî 6
2.1. Êàñàòåëüíûå âåêòîðû 6
2.2. Îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â òî÷êå 7
2.3. Êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà 9
2.4. Äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ 10
3. Ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ 11
3.1. Ðåãóëÿðíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ 11
3.2. Òåîðåìà Ñàðäà î êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ 12
3.3. Òåîðåìà Óèòíè î âëîæåíèè ìíîãîîáðàçèé. 16
4. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ 18
4.1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû 18
4.2. Ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèé 20
4.3. Ñîïðÿæåíèå è òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàññëîåíèé 21
4.4. Âíåøíèå ñòåïåíè ðàññëîåíèé 23
5. Òåíçîðíûå ïîëÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû 24
5.1. Òåíçîðíûå ðàññëîåíèÿ 24
5.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû 26
5.3. Èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì 28
6. Ôîðìóëà Ñòîêñà 31
6.1. Ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì 31
6.2. Îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà 33
6.3. Ôîðìóëû Ãðèíà, Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî è êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà 35
7. Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà 37
7.1. Îïðåäåëåíèå êîãîìîëîãèé äå Ðàìà 37
7.2. Ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ è êîãîìîëîãèè. 39
7.3. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü êîãîìîëîãèé äå Ðàìà 41
7.4. Òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 43
7.5. Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà 45
7.6. Äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå 48
8. Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ 51
8.1. Ðèìàíîâà ìåòðèêà 51
8.2. Àëãåáðà âåêòîðíûõ ïîëåé. 53
8.3. Àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü. 55
8.4. Àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé. 56
8.5. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, òåíçîð êðèâèçíû, ãåîäåçè÷åñêèå. 59

1



1. Êàòåãîðèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé

1.1. Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Àíàëèç, êîòîðûé âû èçó÷àëè íà 1 êóðñå, ïîçâîëÿåò
èññëåäîâàòü ãëàäêèå ïðåîáðàçîâàíèé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Rn. Â ðåàëüíîé
æèçíè, îäíàêî, èíòåðåñóþùèå íàñ ìíîæåñòâà íå èìåþò åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðû
ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Rn. Äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ ýòó ñòðóêòóðó ïðèõîäèòñÿ
ââîäèòü äîïîëíèòåëüíî Áîëåå òîãî, ýòó äîïîëíèòåëüíóþ ñòðóêòóðó ìîæíî ââîäèòü
ïî ðàçíîìó.

Íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ìîñêîâñêîé îáëàñòè åå óäîáíî ïîêðûòü
ìûñëåííîé ñåòêîé ïàðàëëåëåé è ìåðèäèàíîâ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè ìåðÿòñÿ â
êèëîìåòðàõ. Íî ìîæíî, êîíå÷íî, êàê ýòî äåëàëîñü ðàíüøå, ïîêðûòü îáëàñòü ñåòêîé,
ãäå ðàññòîÿíèå ìåðèòüñÿ â âåðñòàõ. Ìîæíî âîîáùå, åñëè ýòî ïîêàæåòñÿ óäîáíûì,
ïîâåðíóòü ñåòêó íà êàêîé-òî óãîë. Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì êîîðäèíàò
íóæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè ïåðåõîäà, ïåðåñ÷èòûâàþùèå îäíó ñèñòåì êîîðäèíàò â
äðóãóþ.

Òàêîé ïîäõîä, ýòî îñîáåííî âàæíî, ãîäèòñÿ è äëÿ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ïî
òîïîëîãè÷åñêèì ïðè÷èíàì íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Rn. Íàïðèìåð äëÿ
èññëåäîâàíèÿ âñåãî çåìíîãî øàðà èëè îáëàñòåé ãîìåîìîðôíûõ òîðó è ò.ï. Â
ýòîì ñëó÷àå ìû ïîñòóïàåì òàê, êàê ýòî äåëàåòñÿ â êàðòîãðàôèè. Òî åñòü, ìû
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïîêðûâàåì ìíîæåñòâî îáëàñòÿìè (êàðòàìè) ãîìåîìîðôíûìè
Rn, ââîäèì íà ýòèõ îáëàñòÿõ ñèñòåìû êîîðäèíàò è óêàçûâàåì îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà
ìåæäó ñèñòåìàìè êîîðäèíàò äëÿ ïîäìíîæåñòâ, ïîïàäàþùèõ â íåñêîëüêî êàðò. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ôóíêöèè ãëàäêèå â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îñòàâàëèñü ãëàäêèìè è â
äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íàäî, ÷òîáû îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà áûëè ãëàäêèìè.

Äàäèì òåïåðü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå

Ðàññìîòðèì õàóñäîðôîâî ñåïàðàáåëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM0. Êàðòîé
ðàçìåðíîñòè n íà M0 íàçûâàåòñÿ ïàðà (U,ϕ), ãäå U ⊂M0 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
M0 è ϕ : U → Rn ãîìåîìîðôèçì íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ϕ(U) ⊂ Rn. Ñåìåéñòâî
êàðò {(Uα, ϕα)|α ∈ Σ} íàçûâàåòñÿ àòëàñîì, åñëè

⋃
α∈Σ

Uα = M0. Ðàçìåðíîñòè âñåõ
êàðò àòëàñà ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàþò. Ýòó ðàçìåðíîñòü ìû áóäåì íàçûâàòü
ðàçìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ. Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ðàçìåðíîñòè âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàþò.

Êàðòû {(Uα1 , ϕα1} è {(Uα2 , ϕα2} íàçûâàþòñÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ, åñëè Uα1

⋂
Uα2 6= ∅.

Ïåðåñåêàþùèìñÿ êàðòàì îòâå÷àþò íåïóñòûå ìíîæåñòâà V1 = ϕα1(Uα1

⋂
Uα2),

V2 = ϕα2(Uα1

⋂
Uα2) è ãîìåîìîðôèçì ϕ1,2 = ϕα2ϕ

−1
α1

: V1 → V2. Îòîáðàæåíèÿ
ϕ1,2 íàçûâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè ïåðåõîäà. Àòëàñ {(Uα, ϕα)|α ∈ Σ} íàçûâàåòñÿ
ãëàäêèì, åñëè âñå îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, òî åñòü áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè.

Êàðòó (U,ϕ) íàçîâåì ñîãëàñîâàííîé ñ ãëàäêèì àòëàñîì {(Uα, ϕα)|α ∈ Σ} åñëè âñå
îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà ìåæäó êàðòàìè (U,ϕ) è (Uα, ϕα) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.

Ãëàäêèå àòëàñû {(Uα, ϕα)|α ∈ Σ} è {(Uβ, ϕβ)|β ∈ Υ} ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè èõ îáúåäèíåíèå {(Uα, ϕα), (Uβ, ϕβ)|α ∈ Σ, β ∈ Υ} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
àòëàñîì.
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Çàäà÷à 1.1. Äîêàæèòå, ÷òî ãëàäêèå àòëàñû {(Uα, ϕα)|α ∈ Σ} è {(Uβ, ϕβ)|β ∈ Υ}
ýêâèâàëåíòíû, åñëè è òîëüêî åñëè âñå êàðòû (Uβ, ϕβ) ñîãëàñîâàíû ñ à àòëàñîì
{(Uα, ϕα)|α ∈ Σ}.

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàäêèõ àòëàñîâ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé.
Ìíîãîîáðàçèå ñ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ïðèâåäåì
íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.
Ïðèìåð 1.1. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn îáëàäàåò åñòåñòâåííîé êàðòîé,
ïðåâðàùàþùåé åå â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Ýòà ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà íà Rn
íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé.
Ïðèìåð 1.2. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ f : X → R íà îáëàñòè X ⊂ Rn. Å¼
ãðàôèê Γf = {(x, f(x)) ⊂ Rn+1|x ∈ X} îáëàäàåò åñòåñòâåííîé êàðòîé ϕ : Γf → X,
ãäå ϕ(x, f(x)) = x. Ýòà êàðòà ïðåâðàùàåò Γf â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå.

Çàäà÷à-ïðèìåð 1.1. Ñôåðà Sn = {x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1|
n+1∑
j=1

(xj)2 = 1} îáëàäàåò
àòëàñîì êàðò (U+

i , ϕ
+
i ), (U−i , ϕ

−
i ), ãäå i = 1, . . . , n + 1. Ýòè êàðòû ñîñòîÿò

èç îáëàñòåé U+
i = {x ∈ Sn|xi > 0}, U−i = {x ∈ Sn|xi < 0} è îòîáðàæåíèé

ϕ±i (x1, . . . , xn+1) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1). Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò àòëàñ ãëàäêèé
.
Çàäà÷à-ïðèìåð 1.2. Çàäàäèì ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè RP 2. Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü åå êàê ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â R3. Êàæäàÿ
èç ïðÿìûõ çàäà¼òñÿ âåêòîðîì ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z), ïðè÷åì ïðîïîðöèîíàëüíûå
âåêòîðà çàäàþò îäíó è òó æå ïðÿìóþ. Ðàññìîòðèì íà RP 2 àòëàñ èç 3 êàðò
(U1, ϕ1), (U2, ϕ2), (U3, ϕ3), ãäå U1 = {(x, y, z)|x 6= 0}, U2 = {(x, y, z)|y 6= 0},
U3 = {(x, y, z)|z 6= 0}, ϕ1(x, y, z) = ( y

x
, z
x
), ϕ2(x, y, z) = (x

y
, z
y
), ϕ3(x, y, z) = (x

z
, y
z
).

Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò àòëàñ ãëàäêèé. Ïîñòðîéòå ãëàäêèé àòëàñ äëÿ RP n.

1.2. Ìîðôèçìû è èçîìîðôèçìû. Ðàññìîòðèì, êàêèå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà
ïðèîáðåòàåò òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M0, åñëè çàôèêñèðîâàòü íà íåì ãëàäêèé
àòëàñ {(Uα, ϕα)|α ∈ Σ}. Â ýòîì ñëó÷àå ãîìåîìîðôèçì ϕα : U → Rn ïîçâîëÿåò
îòîæäåñòâèòü îáëàñòü Uα c îáëàñòüþ â Rn è ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè íà Uα � ýòî
õîðîøî èçâåñòíûå íàì ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ. Îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà ìåæäó
êàðòàìè ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ. Íà ïåðåñå÷åíèè
äâóõ êàðò îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà çàïèñûâàåòñÿ êàê çàìåíà êîîðäèíàò îòîáðàæåíèÿ.

Äëÿ ëþáîé ëåæàùåé â Uα îêðåñòíîñòè U ⊂ Uα òî÷êè p ∈ U ⊂ Uα ìû ìîæåì,
â ÷àñòíîñòè, óêàçàòü, êàêèå îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè U â ïðîñòðàíñòâî Rk ñ÷èòàþòñÿ
ãëàäêèìè. Ââèäó ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèé ïåðåõîäà ìåæäó êàðòàìè (ò.å. ãëàäêîñòü
çàìåíû êîîðäèíàò â Rn), ìíîæåñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé íà U íå çàâèñèò îò òîãî,
ïîäìíîæåñòâîì êàêîé êàðòû Uα ñ÷èòàåòñÿ ìíîæåñòâî U .

Ïî òåì æå ïðè÷èíàì ìíîæåñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé íå ìåíÿåòñÿ ïðè
çàìåíå ãëàäêîãî àòëàñà íà ýêâèâàëåíòíûé. Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðà ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ñðåäè âñåõ îòîáðàæåíèé M0 → Rk êëàññ
ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé è ñ ïîìîùüþ êàðò èññëåäîâàòü èõ ìåòîäàìè ìíîãîìåðíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ïóñòü M è N ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : M0 → N0

è êàðòû (U,ϕ), (V, ψ) èç ãëàäêèõ àòëàñîâ ìíîãîîáðàçèé òàêèå, ÷òî F (U) ⊂ V .
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Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì íà U , åñëè îòîáðàæåíèå ψFϕ : ϕ−1(U) → V
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. Íàçîâåì îòîáðàæåíèå F ãëàäêèì â òî÷êå p ∈M , åñëè îíî ãëàäêîå
íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè p.
Çàäà÷à 1.2. Äîêàæèòå, ÷òî ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå íå çàâèñèò îò
âûáîðà êàðòû (V, ψ) è íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå àòëàñà íà ýêâèâàëåíòíûé.

Îòîáðàæåíèå, ãëàäêîå â êàæäîé òî÷êå, íàçîâåì ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì. Ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü èõ F : M → N . Èìåííî òàêèå îòîáðàæåíèÿ è ÿâëÿþòñÿ
ìîðôèçìàìè â êàòåãîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → R ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íà âåùåñòâåííóþ
ïðÿìóþ ñî ñòàíäàðòíîé ãëàäêîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé. Ãëàäêèå
ôóíêöèè íà M îáðàçóþò àëãåáðó F(M).

Ãîìåîìîðôèçì ìåæäó ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè F : M → N íàçûâàåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì, åñëè îí è îáðàòíûé ê íåìó F−1 : N → M ÿâëÿþòñÿ
ãëàäêèìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, äèôôåîìîðôèçì � ýòî èçîìîðôèçì â êàòåãîðèè
ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ìåæäó êîòîðûìè ñóùåñòâóåò
äèôôåîìîðôèçì, íàçûâàþòñÿ äèôôåîìîðôíûìè.

Ãëàäêèå ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿ íà äèôôåîìîðôíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ îáëàäàþò
îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè.
Çàäà÷à 1.3. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåîìîðôèçì F : M → N ïîðîæäàåò ïî ôîðìóëå
f 7→ fF èçîìîðôèçì F ∗ : F(N) → F(M) ìåæäó àëãåáðàìè ãëàäêèõ ôóíêöèé íà N
è M .
Çàìå÷àíèå 1.1. Ãîìåîìîðôíûå ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ íå îáÿçàòåëüíî
äèôôåîìîðôíû, íî ïðèìåðû òàêèõ ìíîãîîáðàçèé äîñòàòî÷íî ñëîæíû.

1.3. Çàäàíèå ìíîãîîáðàçèé óðàâíåíèÿìè. Â ïðèëîæåíèÿõ ãëàäêèå
ìíîãîîáðàçèÿ ÷àñòî âîçíèêàþò êàê ìíîæåñòâà óðîâíÿ {x ∈ U ⊂ Rn|f(x) = c}
ãëàäêèõ ôóíêöèé f : U → R. Ñôåðó Sn èç ïðèìåðà 1.1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü,
íàïðèìåð, êàê ìíîæåñòâî óðîâíÿ f(x) = 1 äëÿ f(x) = (x1)2 + · · · + (xn+1)2. Íå âñå
ìíîæåñòâà óðîâíÿ îáðàçóþò, îäíàêî, ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ.
Ïðèìåð 1.3. Ìíîæåñòâî óðîâíÿ {(x1, x2) ∈ R2|(f(x1, x2) = c} ôóíêöèè
f(x1, x2) = x2

1−x2
2 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ïðè c 6= 0, íî íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì

ïðè c = 0. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
ïåðåñåêàþùèõñÿ â íóëå ïðÿìûõ x1 + x2 = 0, x1 − x2 = 0, è ïîýòîìó íå èìååò
êàðòû, ñîäåðæàùåé 0.

Êðèòåðèé, êîãäà ìíîæåñòâî óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ñëåäóåò èç
òåðìû î íåÿâíîé ôóíêöèè f(x) = f(x0), ãäå x = (x1, . . . , xn). Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî,
åñëè

∂f

∂xi
(x1

0, . . . , x
n
0 ) 6= 0,

òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 = (x1
0, . . . , x

n
0 ) ìíîæåñòâî óðîâíÿ

{x ∈ U |f(x) = f(x0)} ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè
h = h(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) íà V ⊂ {(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)} = Rn−1. Òî åñòü

{x ∈ U |f(x) = f(x0)} =
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{x ∈ Rn|(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ⊂ V ;xi = h(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)}.

Ïðèìåð 1.4. Ðàññìîòðèì f(x, y) = y − x2 â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0), ãäå
f(0, 0) = 0. Òîãäà ∂f

∂y
(x, y) = 1 6= 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h(x) = x2. Òîãäà

{(x, y) ∈ R2|f(x, y) = 0} = {(x, y) ∈ R2|x ∈ R; y = h(x)}.

Òåîðåìà 1.1. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ f : Rn → R è åå íåïóñòîå ìíîæåñòâî
óðîâíÿ Mc = {x ∈ Rn|f(x) = c}, ãäå c ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè
gradf = ( ∂f

∂x1 , . . . ,
∂f
∂xn

) íå îáðàùàåòñÿ â 0 íà Mc. Òîãäà Mc � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè n− 1.
Proof. Ïóñòü x0 = (x1

0, . . . , x
n
0 ) ∈ Mc. Èç óñëîâèÿ gradf(x0) 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî

∂f
∂xi

(x0) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè,
ñóùåñòâóþò

• îêðåñòíîñòü x0 ∈ Ũi ⊂ Rn;
• îêðåñòíîñòü Vi ⊂ Rn−1 òî÷êè (x1

0, . . . , x
i−1
0 , xi+1

0 , . . . , xn0 );
• ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ hi = hi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) íà Vi

òàêèå, ÷òî
Ui = Mc ∩ Ũi = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ∈ Vi;

xi = hi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)}.
Ïîëîæèì òåïåðü ϕ̃i(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) è ϕi = ϕ̃i|Ui . Òîãäà ïàðà

(Ui, ϕi) áóäåò êàðòîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà ϕjϕ−1
i èìååò

âèä (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) 7→ (x̃1, . . . , x̃j−1, x̃j+1, . . . , x̃n), ãäå x̃k = xk ïðè k 6= i è
x̃i = hi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) è, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàäêîå. �

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçóåì ýòó òåîðåìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ íà ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïå SL(n,R), òî åñòü íà ãðóïïå âñåõ
êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ îïðåäåëèòåëåì 1. Ãðóïïà SL(n,R) âëîæåíà â
ìíîæåñòâî Mn(R) = {A = {aij}|aij ∈ R} âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A = {aij}
ïîðÿäêà n. Ìíîæåñòâî Mn(R) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
Rn2 ñ êîîðäèíàòàìè {aij}. Ãðóïïà SL(n,R) ÿâëÿåòñÿ òîãäà ìíîæåñòâîì óðîâíÿ
f(A)=1 ôóíêöèè f(A) = detA. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèì íà SL(n,R) ñòðóêòóðó
ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, åñëè äîêàæåì, ÷òî gradf íå îáðàùàåòñÿ â 0 íà SL(n,R).

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî gradf íå îáðàùàåòñÿ â 0 íà åäèíè÷íîé ìàòðèöå E.
Ðàçëîæèâ îïðåäåëèòåëü ïî ñòðîêå, íàõîäèì, ÷òî

f(A) = detA = a11 detA11 − a12 detA12 + · · ·+ (−1)n+1a1n detA1n.

Òàêèì îáðàçîì, ∂f
∂a11

(A) = detA11. Â ÷àñòíîñòè ∂f
∂a11

(E) = 1.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A0 ∈ SL(n,R). Ââåäåì íà ìíîæåñòâå

Mn(R) íîâûå êîîðäèíàòû, ñîïîñòàâèâ ìàòðèöå A ∈ SL(n,R) íàáîð ÷èñåë {bij},
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû B = A−1

0 A. Òîãäà íàáîðó
÷èñåë {bij} îòâå÷àåò ìàòðèöà A({bij}) = A0B.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(A({bij})) = det(A0B) = det(A0) det(B) = det(B) = f(B).
Ñëåäîâàòåëüíî,

∂f

∂b11

(B) =
∂f

∂b11

(A({bij})) =
∑
ij

∂f

∂aij
(A)

∂aij
∂b11
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è, â ÷àñòíîñòè,
∂f

∂b11

(E) =
∑
ij

∂f

∂aij
(A0)

∂aij
∂b11

.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà, êàê óæå äîêàçàíî, íå ðàâíà 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íå ðàâåí 0 è
ãðàäèåíò gradf â òî÷êå A0.

Òåîðåìà 1.1 îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé
f = (f 1, . . . , fm) : Rn → Rm. Ðîëü ãðàäèåíòà èãðàåò â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà
ßêîáè

df =




∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xn

. . . . . . . . . . . . . .
∂fm

∂x1 . . . ∂fm

∂xn




Òåîðåìà 1.2. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ f : Rn → Rm, ãäå n > m, è åå
ìíîæåñòâî óðîâíÿ Mc = {x ∈ Rn|f(x) = c}, ãäå c ∈ Rm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ðàíã ìàòðèöû ßêîáè rang(df) ðàâåí m íà Mc. Òîãäà Mc � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè n−m.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1 ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû
î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè âìåñòî òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Ëîêàëüíûå êàðòû ñòðîÿòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Èç óñëîâèÿ rang(df(x0)) = m
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò íîìåðà J = (j1, . . . , jm) ⊂ {1, . . . , n} òàêèå, ÷òî îòâå÷àþùèå
èì ñòîëáöû ìàòðèöû df(x0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ðàññìîòðèì ñòîëáöû, íå âîøåäøèå
â ýòîò ñïèñîê I = (i1, . . . , in−m) = {1, . . . , n} \ J . Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0

ñóùåñòâóåò êàðòà âèäà (UI , ϕI), ãäå ϕI(x1 . . . , xn) = (xi1 . . . , xin−m)

Çàäà÷à 1.4. Äîêàçàòü òåîðåìó 1.2.
Çàäà÷à 1.5. Ïîñòðîèòü ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà äâóìåðíîì òîðå
{(x1, x2, x3, x4) ∈ R4|(x1)2 + (x2)2 = 1; (x3)2 + (x4)2 = 1}.

2. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî

2.1. Êàñàòåëüíûå âåêòîðû. Äëÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé M ⊂ RN (íàïðèìåð,
çàäàííûõ â RN óðàâíåíèÿìè) êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tp â òî÷êå p ∈ M èìååò
î÷åâèäíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ýòî ïëîñêîñòü â RN ðàçìåðíîñòè dimM ,
êàñàþùàÿñÿ M â òî÷êå p.

Ïðîñòðàíñòâî Tp ñîñòîèò èç êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ, âûõîäÿùèõ èç òî÷êè
p. Êàñàòåëüíîìó âåêòîðó îòâå÷àåò ìíîæåñòâî êàñàþùèõñÿ åãî ãëàäêèõ ïóòåé
γ : [0, 1] → M ⊂ RN , âûõîäÿùèõ èç òî÷êè p (ò.å. γ(0) = p). Äâà ïóòè γ1 è γ2,
îòâå÷àþùèå îäíîìó âåêòîðó êàñàþòñÿ ìåæäó ñîáîé, òî åñòü

dγ1

dt
(0) =

dγ2

dt
(0).

Èëè, ÷òî òîæå ñàìîå,
(γ1 − γ2)(t) = O(t2) ïðè t→ 0.

Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå ïóòè γ1 è γ2 ýêâèâàëåíòíûìè. Òàêèì îáðàçîì,
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tp äëÿ ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M âëîæåííîãî â RN ìîæíî
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ïîíèìàòü êàê ñîâîêóïíîñòü êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàäêèõ ïóòåé âûõîäÿùèõ èç
p ∈M .

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå
ìíîãîîáðàçèå M . Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå γ : [0, 1] → M , ãäå γ(0) = p, ìû áóäåì
íàçûâàòü ãëàäêèì ïóòåì èç òî÷êè p. Ðàññìîòðèì ñîäåðæàùóþ p êàðòó ϕ : U → Rn.
Ïóòè γ1 è γ2 íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ïóòè ϕγ1 è ϕγ2 : U → Rn ýêâèâàëåíòíû,
òî åñòü

(ϕγ1 − ϕγ2)(t) = O(t2) ïðè t→ 0.

Çàäà÷à 2.1. Äîêàæèòå, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü ïóòåé íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå
êàðòû U íà äðóãóþ êàðòó òîãî æå ãëàäêîãî àòëàñà è ïðè çàìåíå ãëàäêîãî àòëàñà
íà ýêâèâàëåíòíûé.

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòåé íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì â òî÷êå p.
Ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ Tp íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì
ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êå p.

Òî÷êó p ∈ U íàçîâåì öåíòðîì êàðòû (U,ϕ), åñëè ϕ(p) = 0

Çàäà÷à 2.2. a) Äëÿ êàæäîé òî÷êè p ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóåò êàðòà ñ
öåíòðîì â p, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ãëàäêèì àòëàñîì ìíîãîîáðàçèÿ.

b)Ðàññìîòðèì ñîãëàñîâàííóþ ñ ãëàäêèì àòëàñîì ìíîãîîáðàçèÿ êàðòó (U,ϕ)
ñ öåíòðîì â p. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tp èìååò ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ϕ−1(ϕγ1 +ϕγ2) è óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó
ϕ−1k(ϕγ). Ýòà ñòðóêòóðà íå çàâèñèò îò âûáîðà êàðòû (U,ϕ).

Çàäà÷à 2.3. Ïóñòü F : M → N � äèôôåîìîðôèçì ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.
Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ïóòåé γ(t) → Fγ(t) ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì
êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ F∗ : Tp → TF (p).

Ïðèìåð 2.1. Îïèøåì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå x0 = (x1
0, . . . , x

n
0 ) ê

ìíîãîîáðàçèþ Rn. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó âåêòîðó v ∈ Rn ïóòü γv(t) = x0 + tv.
Ýòè ïóòè íå ýêâèâàëåíòíû äëÿ ðàçíûõ âåêòîðîâ v. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñîãëàñíî ôîðìóëå Òåéëîðà, ëþáîé ïóòü γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) ñ íà÷àëîì
â x0 ýêâèâàëåíòåí ïóòè γv(t), ãäå v(t) = (∂x

1(t)
∂t

(0), . . . , ∂x
n(t)
∂t

(0)). Òàêèì
îáðàçîì, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx0Rn åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñàìèì
Rn. Âåêòîð êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tx0Rn, îòâå÷àþùèé ñòàíäàðòíîìó
áàçèñíîìó âåêòîðó ei ïðîñòðàíñòâà Rn, îáîçíà÷àåòñÿ ∂

∂xi
(x0). Îí îòâå÷àåò ïóòè

γ(t) = (x1
0, . . . , x

i−1
0 , xi0 + t, xi+1

0 , . . . , xn0 ).

2.2. Îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â òî÷êå. Ïóñòü (U,ϕ) ñîäåðæàùàÿ òî÷êó
p ∈ M êàðòà ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M . Ôóíêöèîíàë X = F(U) → R íà ìíîæåñòâå
ãëàäêèõ ôóíêöèé F(U) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì â òî÷êå p ∈ M , åñëè îí
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

X(f + g) = X(f) +X(g); X(kf) = kX(f) äëÿ k ∈ R;

X(fg) = X(f)g(p) + f(p)X(g).

Ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé â òî÷êå p áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ Di�p.
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Çàäà÷à 2.4. 1) Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå êîíñòàíòû äàåò íóëü.
2)Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â òî÷êå Di�p îáðàçóþò âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî.
3) Ïóñòü F : U → V � äèôôåîìîðôèçì êàðò èç àòëàñîâ äâóõ ãëàäêèõ

ìíîãîîáðàçèé. Îí ïîðîæäàåò ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì F ∗ : F(V ) → F(U) ìåæäó
àëãåáðàìè ãëàäêèõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå f 7→ fF (ñì. çàäà÷ó 1.3). Äîêàæèòå,
÷òî ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèîíàëîâ X → XF ∗ ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ Di�p → Di�F (p).

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü äîêàçàòü, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tp åñòåñòâåííî
èçîìîðôíî âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó äèôôåðåíöèðîâàíèé Di�p.

Ïîñòðîèì ñíà÷àëà îòîáðàæåíèå Φ = Φp : Tp → Di�p. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ∈ Tp, âûáåðåì ïðåäñòàâëÿþùèé åãî ïóòü γ : [0, 1] → U ,
ãäå γ(0) = p, è ñîïîñòàâèì åìó ôóíêöèîíàë

Φ(v) = Xv : F(U)→ R, ãäå Xv(f) =
d

dt
f(γ(t))(0)

Çàäà÷à 2.5. 1) Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð Xv íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïðåäñòàâëÿþùåãî åãî ïóòè γ è ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì â òî÷êå p.

2) Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðó ∂
∂xi

èç ïðèìåðà 2.1 îòâå÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå
X ∂

∂xi
(f) = Φ(ei)(f) = ∂f

∂xi
.

Òåîðåìà 2.1. Îòîáðàæåíèå Φ : Tp → Di�p ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ.

Proof. Äîêàæåì ãîìîìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ Φ. Ïóñòü γ1 è γ2 � ïóòè,
ïðåäñòàâëÿþùèå âåêòîðà v1 è v2. Ðàññìîòðèì êàðòó (U,ϕ), ãäå ϕ(p) = 0 ∈ Rn è
ïîëîæèì γ̃i = ϕγi, f̃ = (ϕ−1)∗. Òîãäà

Xv1+v2(f) =
d

dt
f(γ1(t)+γ2(t))(0) =

d

dt
f̃(γ̃1(t)+ γ̃2(t))(0) = gradf(p)(γ1(t)+γ2(t))′(0) =

gradf(p)(γ1(t))′(0)+gradf(p)(γ2(t))′(0) =
d

dt
f(γ1(t))(0)+

d

dt
f(γ2(t))(0) = Xv1(f)+Xv2(f).

Ñâîéñòâî Xkv = kXv äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïîñòðîèì òåïåðü îòîáðàæåíèå Φ−1. Îòîáðàæåíèå ϕ óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì

ìåæäó âåêòîðíûìè êàñàòåëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êå p è
ìíîãîîáðàçèÿ Rn â òî÷êå 0 (ëåììà 2.3). Ýòî æå îòîáðàæåíèå ϕ óñòàíàâëèâàåò
èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì äèôôåðåíöèðîâàíèé ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êå
p è ïðîñòðàíñòâîì äèôôåðåíöèðîâàíèé ìíîãîîáðàçèÿ Rn â òî÷êå 0 (ëåììà 2.4).
Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå ϕ ïåðåâîäèò ãîìîìîðôèçì Φp : Tp → Di�p â ãîìîìîðôèçì
Φ0 : T0 → Di�0. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå Φ−1 äëÿ ñëó÷àÿ
(M, p) = (Rn, 0).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ôóíêöèè f(x) = f(x1, . . . , xn) íà U ⊂ Rn ôîðìóëà
Òåéëîðà äàåò ðàçëîæåíèå

f(x) = f(0) +
n∑
i=1

∂f

∂xi
(0)xi + r2(x),
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ãäå r2(x) = 1
2

n∑
i,j=1

∂2f
∂xi∂xj

(θx)xixj = hij(x)xixj � îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà.

Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
X(f(0)) = 0 è X(hij(x)xixj) = hij(X(xi)0 + 0X(xj)) = 0

Òàêèì îáðàçîì,

X(f) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(0)X(xi).

Ïîëîæèì òåïåðü
w = (w1, . . . , wn) ãäå wi = X(xi).

Òîãäà Φ(w) = X, ïîñêîëüêó

Xw(f) =
d

dt
f(wt)(0) = gradf(0)(w1, . . . , wn) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(0)X(xi) = X(f).

�

2.3. Êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà. Ââåäåì âàæíîå
îáîçíà÷åíèå, êîòîðîå äåëàåò âû÷èñëåíèÿ çíà÷èòåëüíî ìåíåå ãðîìîçäêèìè. Åñëè â
ìîíîìå âñòðå÷àþòñÿ 2 îäèíàêîâûõ èíäåêñà (íàïðèìåð èíäåêñ i ìåíÿþùèéñÿ îò 1
äî n ), ïðè÷åì îäèí èç èíäåêñîâ ñâåðõó, à äðóãîé ñíèçó, òî òàêîé ìîíîì îçíà÷àåò
ñóììó ìîíîìîâ òàêîãî òèïà âî âñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ èíäåêñà. Íàïðèìåð, T ixi
áóäåò îçíà÷àòü

∑n
i=1 T

ixi.
Ñîãëàñíî ïðèìåðó 2.1, âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà Tx0Rn è Rn åñòåñòâåííî

èçîìîðôíû. Áàçèñíîìó âåêòîðó ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Rn îòâå÷àåò ïðè ýòîì
âåêòîð, îáîçíà÷àåìûé ∂

∂xi
∈ Tx0Rn. Äàëåå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïðîñòðàíñòâà Rn

è Tx0Rn, ñ÷èòàÿ, ÷òî ei = ∂
∂xi

(x0).
Ðàññìîòðèì â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ∈ M êàðòó ϕ : U → Rn òàêóþ, ÷òî ϕ(p) = x0.

Ñîãëàñíî çàäà÷å 2.3, êàðòà (U,ϕ) ïîðîæäàåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ìåæäó TpM
è Tx0Rn. Êàðòà (U,ϕ) ïîçâîëÿåò, òàêèì îáðàçîì, ñîïîñòàâèòü êàñàòåëüíîìó âåêòîðó
v ∈ TpM âåêòîð (T 1, . . . , T n) = T i ∂

∂xi
(x0) ∈ Tx0Rn. ×èñëà (T 1, . . . , T n) íàçûâàþòñÿ

êîîðäèíàòàìè êàñàòåëüíîãî âåêòîðà v â êàðòå (U,ϕ). Ñîãëàñíî çàäà÷å 2.5, âåêòîðó
ñ êîîðäèíàòàìè (T 1, . . . , T n) îòâå÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå f 7→ T i ∂f

∂xi
(x0) â òî÷êå x0.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê ìåíÿþòñÿ êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ïðè çàìåíå
êàðòû. Ðàññìîòðèì ïðèíàäëåæàùèå ãëàäêîìó àòëàñó è ñîäåðæàùèå òî÷êó p êàðòû
ϕ : U → Rn è ϕ̃ : Ũ → Rn, ãäå ϕ(p) = x0 è ϕ̃(p) = x̃0. Â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå q ∈ U ⋂ Ũ
ýòè îòîáðàæåíèÿ èìåþò âèä ϕ(q) = (x1(q), . . . , xn(q)) è ϕ̃(q) = (x̃1(q), . . . , x̃n(q)).
Îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà ϕ̃ϕ−1 : ϕ(U

⋂
Ũ) → ϕ̃(U

⋂
Ũ) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé çàìåíîé

êîîðäèíàò x̃j = x̃j(x). Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìàì ìíîãîìåðíîãî àíàëèçà,
∂

∂xi
(x0) = ei =

∂x̃j

∂xi
(x0)ej =

∂x̃j

∂xi
(x0)

∂

∂x̃j
(x̃0).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð v. Ïóñòü åãî êîîðäèíàòû â
êàðòå (U,ϕ) ðàâíû (T 1, . . . , T n). Òîãäà

v = T i
∂

∂xi
(x0) = T i

∂x̃j

∂xi
(x0)

∂

∂x̃j
= T̃ j

∂

∂x̃j
(x̃0), ãäå T̃ j = T i

∂x̃j

∂xi
(x0).
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Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû âåêòîðà v â êàðòå (Ũ , ϕ̃) ðàâíû

T̃ j = T i
∂x̃j

∂xi
(x0).

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå p ∈ M , êàê
îïåðàöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ êàæäîé êàðòå (U,ϕ) âåêòîð

(T 1, . . . , T n) ∈ Rn
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè ãëàäêîé çàìåíå êàðòû âèäà x̃j = x̃j(x) âåêòîð (T 1, . . . , T n)
ïåðåõîäèò â âåêòîð

(T̃ 1, . . . , T̃ n) = (T i
∂x̃1

∂xi
(x0), . . . , T i

∂x̃n

∂xi
(x0)) ∈ Rn.

Ýòî îïðåäåëåíèå, íåñìîòðÿ íà âñþ ñâîþ ãðîìîçäêîñòü, îêàçûâàåòñÿ î÷åíü óäîáíûì
ïðè êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèÿõ.

2.4. Äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ. Â êàæäîé òî÷êå p ∈M ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
F : M → N ïîðîæäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
dFp : Tp → TF (p), êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå
p. Ìû îïðåäåëÿëè êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâà 3 ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ïðîñëåäèì, êàê
ñòðîèòñÿ äèôôåðåíöèàë ïðè ðàçíûõ îïðåäåëåíèÿõ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü ìû îïðåäåëÿåì âåêòîð v ∈ Tp êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòåé èç òî÷êè
p ∈ M è γ : [0, 1] → M îäèí èç òàêèõ ïóòåé. Ïîä äåéñòâèå F ýòîò ïóòü ïåðåõîäèò â
íåêîòîðûé ïóòü (Fγ) : [0, 1]→ N ñ íà÷àëîì â òî÷êå F (p).
Çàäà÷à 2.6. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå F ïåðåâîäèò ýêâèâàëåíòíûå ïóòè â
ýêâèâàëåíòíûå.

Äèôôåðåíöèàëîì dFp : Tp → TF (p) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå
êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòè γ : [0, 1] → M êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòè
(Fγ) : [0, 1]→ N .

Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì âåêòîð êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà êàê
äèôôåðåíöèðîâàíèå X â òî÷êå p ∈ M , òî åãî îáðàç ïîä äåéñòâèåì äèôôåðåíöèàëà
dFp � ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå dFp(X) : F(U) → R â òî÷êå F (p) ∈ N . Îíî
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (dFp(X))(g) = X(gF ) íà ôóíêöèÿõ g ∈ F(V ) îïðåäåëåííûõ
â îêðåñòíîñòè V = F (U) òî÷êè F (p) (ñì. çàäà÷ó 2.4 è òåîðåìó 2.1).

Âûÿñíèì òåïåðü êàê äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ ïðåîáðàçóåò êàñàòåëüíûå
âåêòîðû, îïðåäåëåííûå, êàê âåêòîðû T ∈ Rn è T̃ ∈ Rm, ïîðîæäåííûå êàðòàìè
(U,ϕ) ⊂ M è (Ũ , ϕ̃) ⊂ N . Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî Ũ = F (U) è ϕ(p) = ϕ̃(F (p)) = 0. ×òîáû
íå óñëîæíÿòü îáîçíà÷åíèÿ ìû îòîæäåñòâèì U è Ũ ñ èõ îáðàçàìè ïîä äåéñòâèåì
äèôôåîìîðôèçìîâ ϕ è ϕ̃. Òî åñòü ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

U ⊂ Rn = {x = (x1, . . . , xn)},
Ũ ⊂ Rm = {x̃ = (x̃1, . . . , x̃m)}.

p = F (p) = 0, F (x) = (F 1(x), . . . , Fm(x)).

Äëÿ îïèñàíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó T è T̃ ìû èñïîëüçóåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â
òî÷êå 0, ïîðîæäåííûå ýòèìè âåêòîðàìè, è óæå íàéäåííûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ
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äèôôåðåíöèðîâàíèé ïðè îòîáðàæåíèÿõ. Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, âåêòîðó
T = (T 1, . . . , T n) îòâå÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå â 0

T i
∂

∂xi
: F(U)→ R òàêîå, ÷òî T i

∂

∂xi
(f) = T i

∂f

∂xi
(0) äëÿ f ∈ F(U).

Äèôôåðåíöèàë dF0 ïåðåâîäèò ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå â äèôôåðåíöèðîâàíèå

(dF0(T i
∂

∂xi
))(f̃) = (T i

∂

∂xi
)(f̃F ) = T i

∂(f̃F )

∂xi
(0) ôóíêöèé f̃ ∈ F(Ũ).

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè íàõîäèì ÷òî

T i
∂(f̃F )

∂xi
(0) = T i

∂f̃

∂x̃j
(0)

∂F j

∂xi
(0) = T i

∂F j

∂xi
(0)

∂f̃

∂x̃j
(0) = T̃ i

∂f̃

∂x̃j
(0),

ãäå ÷èñëà
T̃ j = T i

∂F j

∂xi
(0)

ÿâëÿþòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà dF0(T i ∂
∂xi

) â êàðòå Ũ .
Òàêèì îáðàçîì, 


T̃ 1

T̃m


 =




∂F 1

∂x1 (0) . . . ∂F 1

∂xn
(0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂Fm

∂x1 (0) . . . ∂Fm

∂xn
(0)





T 1

T n


 ,

òî åñòü T̃ = dF0(T ) ãäå

dF0 =




∂F 1

∂x1 (0) . . . ∂F 1

∂xn
(0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂Fm

∂x1 (0) . . . ∂Fm

∂xn
(0)




� ýòî ìàòðèöà ßêîáè äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ ϕ̃Fϕ−1 â òî÷êå 0.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè

Rm â îáëàñòü Rn îïðåäåëåííûé íàìè äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ dFp ñîâïàäàåò
ñ äèôôåðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåëåííûì ðàíåå â òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ.

3. Ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ

3.1. Ðåãóëÿðíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
F : M → N ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé M è N . Òî÷êà p0 ∈ M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé
òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ F , åñëè ãîìîìîðôèçì dFp0 : Tp0M → TF (p0)N ÿâëÿåòñÿ
ýïèìîðôèçìîì.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê íå ñóùåñòâóåò, åñëè
dimM ≤ dimN . Áîëåå òîãî, ïðè dimM ≥ dimN òî÷êà ðåãóëÿðíà, åñëè è òîëüêî,
åñëè ðàíã äèôôåðåíöèàëà â ýòîé òî÷êå ðàâåí dimN .
Çàäà÷à 3.1. Äîêàçàòü ÷òî ðåãóëÿðíûå òîêè îáðàçóþò îòêðûòîå â M
ïîäìíîæåñòâî.

Òî÷êà q0 ∈ N íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ F , åñëè èëè
q0 ∈ N \ F (M), èëè âñå òî÷êè ïðîîáðàçà F−1(q0) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè òî÷êàìè
îòîáðàæåíèÿ F .
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Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü q0 ∈ F (M) � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ
F : M → N . Òîãäà L = F−1(q0) ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
dimL = dimM − dimN . Áîëåå òîãî, êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè p0 ∈ F−1(q0) ⊂ M
ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷àñòü èç íèõ îáðàçîâûâàëà êîîðäèíàòû íà
L.

Proof. Ïóñòü F (p0) = q0. Ðàññìîòðèì íà M è N êàðòû (U,ϕ) è (V, ψ) òàêèå,
÷òî ϕ(p0) = ψ(q0) = 0 è U ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ F .
Äèôôåîìîðôèçìû ϕ è ψ ïåðåíîñÿò íà U è V êîîðäèíàòû èç Rm è Rn (ãäåm = dimM
è n = dimN) òî åñòü, çàäàþò â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê p0 è q0 êîîðäèíàòû (x1, . . . , xm) è
(y1, . . . , yn).

Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèå F çàïèøåòñÿ â âèäå îòîáðàæåíèÿ

f = (f 1, . . . , fn) : Rm → Rn.

Ñîäåðæàùàÿ òî÷êó p0 = 0 êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè f−1(0) ìíîæåñòâà L = F−1(q0)
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì f(0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, L � ýòî ìíîæåñòâî óðîâíÿ
ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå î ãëàäêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ
L è ñâîéñòâàõ êîîðäèíàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2 è êîíñòðóêöèè ëîêàëüíûõ êàðò,
ïðèâåäåííîé ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. �

3.2. Òåîðåìà Ñàðäà î êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì
âàæíóþ òåîðåìó, äîêàçàííóþ àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì À.Ñàðäîì â 1942 ãîäó.

Ïåðåíåñåì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâ (ëåáåãîâîé) ìåðû 0 ñ ïîäìíîæåñòâ â Rn
íà ïîäìíîæåñòâà ãëàäêîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿN . Ïî îïðåäåëåíèþ, ìû ãîâîðèì,
÷òî ïîäìíîæåñòâî L ⊂ N èìååò ìåðó 0, åñëè äëÿ ëþáîé êàðòû (U,ϕ) ìíîãîîáðàçèÿ
N ìíîæåñòâî ϕ(L

⋂
U) ⊂ Rn èìååò n-ìåðíóþ ëåáåãîâó ìåðó 0.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à äîêàçûâàåò, ÷òî â îïðåäåëåíèè ïîäìíîæåñòâà L ìåðû 0
ñâîéñòâî "ìíîæåñòâî ϕ(L

⋂
U) ⊂ Rn èìååò ìåðó 0" äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ îäíîãî

ñåìåéñòâà êàðò, ïîêðûâàþùèõ ïîäìíîæåñòâî L.

Çàäà÷à 3.2. Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, f : U → Rn � ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå, ðåãóëÿðíîå âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà L ⊂ U ìåðû 0. Òîãäà f(L)
òîæå èìååò ìåðó 0.

Íåðåãóëÿðíàÿ òî÷êà ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : M → N íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé.
Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé, åñëè äèôôåðåíöèàë
dfx : Tx → Tf(x) èìååò ðàíã ìåíüøèé dimN . Îáðàç f(x) êðèòè÷åñêîé òî÷êè
íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì.

Òåîðåìà 3.2. (À.Ñàðä) Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ
èìååò ìåðó 0.

Èñïîëüçóÿ ñåïàðàáåëüíîñòü, ïîêðîåì ìíîãîîáðàçèÿ M è N ñ÷åòíûì ñåìåéñòâîì
ãëàäêèõ êàðò. Òåîðåìà Ñàðäà ñâîäèòñÿ òåïåðü ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:

Òåîðåìà 3.3. Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ Rm è ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå f : U → Rn. Òîãäà ìíîæåñòâî åãî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé èìååò
ìåðó íóëü.
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Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî ïðè n = 0. Òàê ÷òî äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî n > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò âåñòèñü èíäóêöèåé ïî m. Ïðè m = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ 0 < m = K, ñ÷èòàÿ ÷òî äëÿ m < K óòâåðæäåíèå
óæå äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê C ⊂ U ⊂ Rm îòîáðàæåíèÿ
f(x) = (f 1(x), . . . fn(x)). Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî f(C) ⊂ Rn èìååò ìåðó
0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ck ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê x ∈ U , ãäå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
îòîáðàæåíèÿ f ïîðÿäêà 6 k ðàâíû 0. Ìíîæåñòâà Ck îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

C ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ C3 ⊃ ....

Êðîìå òîãî,
C = (C ⊃ C1) ∪ (C1 ⊃ C2) ∪ ... ∪ (Ck−1 ⊃ Ck) ∪ Ck.

Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3 ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ òð¼õ ëåìì
Ëåììà 3.1. Îáðàç f(C\C1) èìååò ìåðó íóëü.
Ëåììà 3.2. Îáðàç f(Ck\Ck+1) èìååò ìåðó íóëü ïðè k > 1.
Ëåììà 3.3. Ìíîæåñòâî f(Ck) èìååò ìåðó íóëü ïðè k > m

n
− 1.

Proof. ëåììû 3.1. Äëÿ n = 1 ëåììà âåðíà, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå C = C1. Äàëåå
n > 1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè ìíîæåñòâà B êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f îò m ïåðåìåííûõ âèäå ñåìåéñòâà B =

⋃
(t, Bt), ãäå Bt �

êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ gt îò m− 1 ïåðåìåííûõ.
Ñíà÷àëà çàìåíîé ïåðåìåííûõ â f â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè

x0 ∈ C \ C1 ìû ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå g îò m ïåðåìåííûõ ñ òåì
æå ìíîæåñòâîì êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé.

Â òî÷êå x0 ∈ C \ C1 îäíà èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íàïðèìåð ∂f 1/∂x1, íå ðàâíà 0.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

h : U → Rm, ãäå h(x) = (f 1(x), x2, ..., xm).

Â òî÷êå x0 äèôôåðåíöèàë dhx0 îïèñûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé ßêîáè.



∂f 1/∂x1 ∗
0 1 0 . . . 0
. . .
0 0 . . . 1


 .

Ñëåäîâàòåëüíî, h äèôôåîìîðôíî îòîáðàæàåò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü V òî÷êè x0 íà
îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ′ = h(V ) ⊂ Rm.

Ðàññìîòðèì çàìåíó ïåðåìåííûõ
g = f ◦ h−1 : V ′ → V → Rn.

Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ëþáîãî îòîáðàæåíèå íå ìåíÿåòñÿ ïðè
äèôôåîìîðôíûõ çàìåíàõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
îòîáðàæåíèÿ g ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì B = f(V ∩ C) êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
îòîáðàæåíèÿ f .

13



C äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ t = f 1(x),
g(t, x2, ..., xm) = f ◦ h−1(t, x2, ..., xm) = f(x1, x2, ..., xm) = (t, f 2(x), ..., fm(x)).

Òàêèì îáðàçîì,

g(t, x2, ..., xm) = (t, gt(x
2, ..., xm)) ãäå gt : V ′

⋂
Rm−1 → Rn−1.

Ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ g(t, x2, ..., xm) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
(

1 0
∗ {∂git/∂xj}

)
.

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ g(t, x2, ..., xm) ñîâïàäàåò ñ⋃
t

(t, Ct), ãäå Ct � ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ gt(x
2, ..., xm). Òàêèì

îáðàçîì, ìíîæåñòâî B êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ g ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

B =
⋃
t

f(t, Ct) =
⋃
t

(t, Bt),

ãäå Bt = gt(Ct) ìíîæåñòâ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèé gt.
Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, n − 1 ìåðà ìíîæåñòâà Bt êðèòè÷åñêèõ

çíà÷åíèé ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ gt(x
2, ..., xm) ðàâíà 0. Ñîãëàñíî õîðîøî èçâåñòíîé

òåîðåìû òåîðèè ìåðû 1 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî n-ìåðà è ñàìîãî ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèé
çíà÷åíèé f(V ∩ C) = B =

⋃
t

(t, Bt) òàêæå ðàâíà 0.
Â âèäó ñåïàðàáåëüíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M , ìíîæåñòâî C\C1 ïîêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì

÷èñëîì îêðåñòíîñòåé V íóæíîãî íàì òèïà è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà f(C\C1) òàêæå
ðàâíà 0. �

Proof. ëåììû 3.2. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû ñòðîèì îòîáðàæåíèå g0 îò m − 1 ïåðåìåííîé, êðèòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè f .

Äëÿ êàæäîãî x0 ∈ Ck\Ck+1 ñóùåñòâóåò (k+1)-ÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ
f , íàïðèìåð ∂k+1f 1/∂x1∂xs2 ...∂xsk+1

, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ â òî÷êå x0. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå

w(x) = ∂kf 1/∂xs2 ...∂xsk+1 .

Òîãäà w(x0) = 0 (ïîñêîëüêó x0 ∈ Ck), íî ∂w/∂x1(x0) 6= 0 (ïîñêîëüêó
∂k+1f 1/∂x1∂xs2 ...∂xsk+1

(x0) 6= 0).
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

h : U → Rm, ãäå h(x) = (w(x), x2, ..., xm).

Â òî÷êå x0, äèôôåðåíöèàë dhx0 îïèñûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé ßêîáè.



∂w/∂x1 ∗
0 1 0 . . . 0
. . .
0 0 . . . 1


 .

1Ñ.Ì.Íàòàíçîí "Êðàòêèé êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà" ÌÖÍÌÎ, Ì., 2008, ×àñòü 2 Òåîðåìà
15.1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, h äèôôåîìîðôíî îòîáðàæàåò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü V òî÷êè x0 íà
îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ′ = h(V ) ⊂ Rm.

Ðàññìîòðèì çàìåíó ïåðåìåííûõ
g = f ◦ h−1 : V ′ → V → Rn

è åãî îãðàíè÷åíèå
g0 = g

∣∣
(0×Rm−1)

: (0×Rm−1) ∩ V ′ → Rn.

Åñëè x ∈ Ck, òî h(x) = (w(x), x2, ..., xm) = (0, x2, ..., xm), îòêóäà
f(Ck ∩ V ) = gh(Ck ∩ V ) = g0h(Ck ∩ V ).

Âñå ïðîèçâîäíûå g0 ïîðÿäêà6 k ðàâíû íóëþ íà h(Ck∩V )á â âèäó f = g0h. Ïîýòîìó,
â âèäó k ≥ 1, âñå òî÷êè ìíîæåñòâà g0h(Ck ∩V ) ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè
îòîáðàæåíèÿ g0. C äðóãîé ñòîðîíû, îòîáðàæåíèå g0 çàâèñèò îò m− 1 ïåðåìåííûõ, è
ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ìåðà ìíîæåñòâà f(Ck∩V ) = g0h(Ck∩V )
ðàâíà 0 â Rn.

Ïîêðûâàÿ Ck\Ck+i ñ÷åòíûì ÷èñëîì òàêèõ îêðåñòíîñòåé V , ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
ëåììû. �

Proof. ëåììû 3.3. Ðàññìîòðèì k > m
n
− 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(x, δ) çàìêíóòûé êóá ñ

öåíòðîì x è ðåáðîì δ.
Ðàññìîòðèì x ∈ Ck. Âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèÿ f ïîðÿäêà ìåíüøå

k + 1 ðàâíû 0 â òî÷êå x. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, ñóùåñòâóåò δ > 0
òàêîå, ÷òî
(1) f(x+ h) = f(x) +R(x, h), ‖ R(x, h) ‖6 c ‖ h ‖k+1,

äëÿ âñåõ x ∈ Ck ∩ I(x, δ) è x+ h ∈ I(x, δ).
Ïîëîæèì I = I(x, δ) è äîêàæåì, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà f(Ck ∩ I) ðàâíà 0. Ðàçäåëèì

I íà rm êóáèêîâ ñ ðåáðîì δ/r. Ïóñòü Iy - ñîäåðæàùèé òî÷êó y ∈ Ck ∩ I êóáèê ýòîãî
ðàçáèåíèÿ. Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà êóáà Iy ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

y + h ãäå ‖ h ‖6 √m(δ/r).

Èç ôîðìóëû (1) ñëåäóåò, ÷òî f(Iy) ⊂ Rn ëåæèò â êóáå ñ öåíòðîì â òî÷êå f(y) è
ðåáðîì

c ‖ h ‖k+16 c(
√
m(δ/r))k+1 = a/rk+1, ãäå a = c(

√
m δ)k+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì ìíîæåñòâà f(Iy) íå ïðåâûøàåò an/r(k+1)n.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî f(Ck∩I) ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè rm êóáèêîâ îáùèì

îáúåìîì
V 6 rman/r(k+1)n = anrm−(k+1)n = anrm−(α+m

n
)n ≤ anr−αn, ãäå α = k + 1− m

n
> 0.

Îáúåì V ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè r →∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî f(Ck ∩ I) èìååò ìåðó
íóëü. Ïîêðûâàÿ Ck ñ÷åòíûì ÷èñëîì òàêèõ êóáèêîâ I íàõîäèì, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà
f(Ck) òîæå ðàâíî 0. �

Âîò ïåðâûå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Ñàðäà.
Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè F : M → N ãëàäêîå îòîáðàæåíèå è dimM < dimN , òî
N \ F (M) 6= ∅
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Çàäà÷à 3.3. Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ F : M → N
îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî â N .

3.3. Òåîðåìà Óèòíè î âëîæåíèè ìíîãîîáðàçèé. Ðàññìîòðèì ãëàäêèå
ìíîãîîáðàçèÿ M è N ðàçìåðíîñòåé m è n. Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → N
íàçûâàåòñÿ ïîãðóæåíèåì, åñëè ðàíã îòîáðàæåíèÿ df |x: Tx → Tf(x) ïðè ëþáîì x
ðàâåí m. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå df |x êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì äëÿ âñåõ x ∈M . Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî m ≤ n.
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó îá îáðàòíûõ îòîáðàæåíèÿõ, íàõîäèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå f
óñòàíàâëèâàåò äèôôåîìîðôèçì ìåæäó íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ U(x) òî÷êè x ∈M è
îêðåñòíîñòüþ å¼ îáðàçà f(U(x)) â ìíîãîîáðàçèè N . Îäíàêî, "â öåëîì" îòîáðàæåíèå
f âîâñå íå îáÿçàíî áûòü âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.

Ïîãðóæåíèå f : M → N áóäåì íàçûâàòü âëîæåíèåì, åñëè f óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó M è f(M).
Çàäà÷à 3.4. Íàéäèòå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → N , êîòîðîå óñòàíàâëèâàåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó M è f(M), íî íå ÿâëÿåòñÿ
ïîãðóæåíèåì.

Íàì ïîíàäîáèòüñÿ ñëåäóþùàÿ íåñëîæíàÿ çàäà÷à, èçâåñòíàÿ âàì èç êóðñà àíàëèçà
2.
Çàäà÷à 3.5. Ïóñòü A ⊂ B ⊂ Rm � ãîìåîìîðôíûå Rm îòêðûòûå ìíîæåñòâà
òàêèå, ÷òî çàìûêàíèå Ā ëåæèò â B. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
f : Rm → R òàêàÿ, ÷òî f(A) = 1, 0 < f(B \ A) < 1 è f(Rm \B) = 0

Òåîðåìà 3.4. Ëþáîå êîìïàêòíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M ìîæåò áûòü âëîæåíî
â RN äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N .
Proof. Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé íàáîð èç k êàðò {(Ui, ϕi = (ϕ1

i , . . . , ϕ
m
i )}, ïîêðûâàþùèé

ìíîãîîáðàçèè M . Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå {Vi|i = 1, . . . , k}, âïèñàííîå â
ïîêðûòèå {Ui|i = 1, . . . , k}, òî åñòü òàêîå, ÷òî V̄i ⊂ Ui è

⋃
i

Vi = M .
Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ fi : Rm → R, ðàâíóþ 1 íà Vi è 0 âíå Ui (ñì.

çàäà÷ó 3.5). Ïðîäîëæèì ôóíêöèè ϕji |Vi äî ãëàäêèõ ôóíêöèé ψji : M → R, ãäå
ψji (x) = fi(x)ϕji (x) ïðè x ∈ Ui è ψji (x) = 0 ïðè x ∈M \ Ui.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íàáîð ôóíêöèé {ψji (1 = 1, . . . , k; j = 1, . . . ,m), fi(1 = 1, . . . , k)}
çàäàåò âëîæåíèå F : M → Rkm+k. Ëþáàÿ òî÷êà x ∈ M ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé
îáëàñòè Vi. Â ýòîì ñëó÷àå ðàíã äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ (ψ1

i , . . . , ψ
m
i ) â òî÷êå x

ðàâåí ðàâåí ðàíãó îòîáðàæåíèÿ ϕi è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåí m. C äðóãîé ñòîðîíû,
ôóíêöèè ψ1

i , . . . , ψ
m
i � ýòî ÷àñòü êîîðäèíàò îòîáðàæåíèÿ F . Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã

F â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x íå ìåíüøå m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò ðàíã íå áîëüøå
m, ïîñêîëüêó dimM = m. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã îòîáðàæåíèÿ F ðàâåí m â êàæäîé
òî÷êå x ∈M è F � ïîãðóæåíèå.

Äîêàæåì, ÷òî F ïåðåâîäèò ðàçíûå òî÷êè â ðàçíûå òî÷êè. Ïóñòü x 6= y è x ∈ Vi.
Òîãäà fi(x) = 1. Åñëè fi(y) 6= 1, òî F (x) 6= F (y), ïîñêîëüêó fi � ýòî îäíà èç êîîðäèíàò
îòîáðàæåíèÿ F . Åñëè fi(y) = 1, òî y ∈ Vi, è çíà÷èò ψi(x) = ϕi(x) 6= ϕi(y) = ψi(y).
Ñëåäîâàòåëüíî, F (x) 6= F (y). �

2Ñ.Ì.Íàòàíçîí "Êðàòêèé êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà" ÌÖÍÌÎ, Ì., 2008, ×àñòü 2 Òåîðåìà
18.1.
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Íàéäåì òåïåðü îöåíêó äëÿ ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
êóäà ìîæíî âëîæèòü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè m.

Òåîðåìà 3.5. (Óèòíè) Ëþáîå ãëàäêîå êîìïàêòíîå m-ìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå
M ìîæíî ãëàäêî ïîãðóçèòü â R2m è ãëàäêî âëîæèòü â R2m+1.

Proof. Ðàññìîòðèì ëþáîå ãëàäêîå âëîæåíèå ϕ : M → RN , ñóùåñòâóþùåå ñîãëàñíî
òåîðåìå 3.4. ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü îáîçíà÷åíèÿ, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îáðàç
ϕ(M) ⊂ RN òîé æå áóêâîé M . Äîêàæåì, ÷òî ïðè N > 2m ñóùåñòâóåò ïðîåêöèÿ
π : RN → L íà ãèïåðïëîñêîñòü L ⊂ RN òàêàÿ, ÷òî π|M � ïîãðóæåíèå.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxM ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå x ∈ M ⊂ RN
åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ Tx ⊂ RN êàñàþùåéñÿ ìíîãîîáðàçèÿ M â
òî÷êå x. Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òàêæå íóëåì êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tx (ñì. íà÷àëî
ðàçäåëà "Êàñàòåëüíûå âåêòîðû").

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ìíîæåñòâî ïàð (x, `), ãäå x ∈ M è ` � ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x
ïðÿìàÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tx. Êàæäîé ïðÿìîé ` îòâå÷àåò ïàðàëëåëüíàÿ åé
è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 0 ∈ RN ïðÿìàÿ â RN . Ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà RPN−1. Ïîñòðîåííîå ñîîòâåòñòâèå ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå

α : Q→ RPN−1.

Çàäà÷à 3.6. Äîêàæèòå, ÷òî Q � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2m− 1 è α �
ãëàäêîå îòîáðàæåíèå.

Ñîãëàñíî çàäà÷å 3.6 è ñëåäñòâèþ 3.1, äîïîëíåíèå RPN−1 \ α(Q) íå ïóñòî.
Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ `0 ∈ RPN−1 \ α(Q). Îáðàç α(Q) ñîñòîèò èç ïðÿìûõ â RN ,
ïàðàëëåëüíûõ îäíîé ïðÿìîé èç Tx äëÿ õîòÿ áû îäíîé òî÷êè x ∈M . Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ëþáîãî x ∈M êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ ïàðàëëåëüíûõ
`0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îðòîãîíàëüíóþ `0 è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 0 ãèïåðïëîñêîñòü
L ⊆ RN . Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ π : RN → L íà ýòó ãèïåðïëîñêîñòü è
å¼ îãðàíè÷åíèå π̃ = π

∣∣
M

: M → L.
Äèôôåðåíöèàë dπ̃x : Tx → Tπ̃(x) = L â òî÷êå x ∈M � ýòî îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

ïëîñêîñòè Tx íà L. Åãî ÿäðî ñîñòîèò èç âåêòîðîâ îðòîãîíàëüíûõ L è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïàðàëëåëüíûõ `0. Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî äèôôåðåíöèàëà dπ̃x íóëåâîå äëÿ ëþáîãî
x ∈M . Ñëåäîâàòåëüíî, π̃ = π

∣∣
M

: M → L = RN−1 � ïîãðóæåíèå.
Ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè N > 2m, òî ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå `0 ∈ RPN−1,

ïðîåêòèðîâàíèå ïî êîòîðîìó ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì â ïðîñòðàíñòâî RN−1. Åñëè
N − 1 > 2m, òî, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ìû íàõîäèì ïîãðóæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ
M â RN−2. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû íàõîäèì ïîãðóæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M â
ïðîñòðàíñòâî R2m.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè N > 2m + 1 ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà
ãèïåðïëîñêîñòü π : RN → L òàêàÿ, ÷òî π|M � âëîæåíèå.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð G = {(x, y) ∈M×M |x 6= y}. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ

β : G→ RPN−1,

êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ïàðå (x, y) ∈ G ïðÿìóþ β(x, y) ⊂ RPN−1, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè x, y.
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Ïóñòü ` ∈ RN−1 è π` : RN → L � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà îðòîãîíàëüíóþ `
ãèïåðïëîñêîñòü RN−1 ∼= L ⊂ RN . Íàïðàâëåíèå ` ∈ RPN−1 íàçîâåì çàïðåùåííûì,
åñëè ñóùåñòâóþò x 6= y ∈M òàêèå, ÷òî π`(x) = π`(y). Òîãäà ìíîæåñòâî çàïðåùåííûõ
íàïðàâëåíèé ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì β(G).
Çàäà÷à 3.7. Äîêàæèòå, ÷òî G � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2m è β �
ãëàäêîå îòîáðàæåíèå.

Ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ G ðàâíà 2m. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 2m < N − 1 âñå
òî÷êè ìíîæåñòâà G ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè äëÿ îòîáðàæåíèÿ β. Â ýòîì ñëó÷àå,
ñîãëàñíî òåîðåìå Ñàðäà, ìíîæåñòâî β(G), êàê è α(Q), èìååò ìåðó 0 â RPN−1 è,
çíà÷èò, èõ äîïîëíåíèå íå ïóñòî. Îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå âäîëü ïðÿìîé
`0 ∈ RPN−1 \ (α(Q) ∪ β(G)) ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì, íå ñêëåèâàþùèì òî÷êè, òî åñòü
âëîæåíèåì â L ∼= RN−1.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ïðè N − 1 > 2m ñóùåñòâóåò âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M
â ïðîñòðàíñòâî RN−1. Ïðîäåëàâ òàêîå ïðîåêòèðîâàíèå äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç,
ïîëó÷àåì âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M â ïðîñòðàíñòâî R2m+1. �
Çàìå÷àíèå 3.1. Èçâåñòíà áîëåå ñëîæíàÿ òåîðåìà (ìû åå íå äîêàçûâàåì), ÷òî
ëþáîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M ìîæíî ãëàäêî âëîæèòü R2n. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà
îöåíêà óæå íåóëó÷øàåìà.

4. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ

4.1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû. ßçûê âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé � ýòî óíèâåðñàëüíûé
ÿçûê ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Îí áûë ðàçðàáîòàí âî âòîðîé ïîëîâèíå 20 âåêà â
ðàáîòàõ Æ.Ëåðå, Ð. Ãîäåìàíà è äð. Ýòî ÿçûê óäîáåí äëÿ îïèñàíèÿ îòîáðàæåíèé,
ãäå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé òî÷êè íå ïîñòîÿííî (êàê â ñëó÷àå îáû÷íûõ
îòîáðàæåíèé F : M → N), à ìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå (ò.å. F (x) ∈ N(x)). Ïåðåéäåì
ê ôîðìàëüíûì îïðåäåëåíèÿì.

Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé π : E → X íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì
ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà r, åñëè

1) ñëîé Ep = π−1(p) êàæäîé òî÷êè p ∈ X íàäåëåí ñòðóêòóðîé âåùåñòâåííîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè r;

2) äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ X ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ X è òàêîå ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå h : π−1(U) → U × Rr, íàçûâàåìîå (ëîêàëüíîé) òðèâèàëèçàöèåé, ÷òî
h(Ep) = p × Rr è îòîáðàæåíèå h|Ep : Ep → p × Rr → Rr ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ ëþáîãî p ∈ U .

Ìíîãîîáðàçèÿ E è X íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî (òîòàëüíûì) ïðîñòðàíñòâîì
è áàçîé ðàññëîåíèÿ. Äàëåå ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòü îïóñêàòü ñëîâà "âåùåñòâåííîå
ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå".

Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà r ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ñåìåéñòâî r-ìåðíûõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ Ep, ïàðàìåòðèçîâàííûõ òî÷êàìè áàçû p ∈ X, êîòîðîå â
îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè áàçû ïðåäñòàâëåíî â âèäå U × Rr

Ïðèìåð 4.1. Òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå π : X × Rr → X.
Ïðèìåð 4.2. Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå π : E → X, ãäå Ep = Tp .
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Ïðèìåð 4.3. Óíèâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå íàä ãðàññìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì.
(Âåùåñòâåííûì) ãðàññìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì RGr,n íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ r-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn. Óíèâåðñàëüíûì
ðàññëîåíèåì íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèå πr,n : E → RGr,n ðàíãà r, ñëîé êîòîðîãî Ep íàä
òî÷êîé p ∈ RGr,n ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì â Rn, ïðåäñòàâëÿþùèì òî÷êó p.
Ðàññëîåíèå íàçûâàåòñÿ "óíèâåðñàëüíûì", ïîòîìó ÷òî â ðàññëîåíèå òàêîãî òèïà
"âêëàäûâàåòñÿ" ëþáîå äðóãîå ðàññëîåíèå 3.

Ðàññìîòðèì ïàðó òðèâèàëèçàöèé hα : π−1(Uα)→ Uα ×Rr è hβ : π−1(Uβ)→ Uβ ×Rr
è òî÷êó p ∈ Uα

⋂
Uβ. Òðèâèàëèçàöèè hα è hβ ïîðîæäàþò îòîáðàæåíèå

hβh
−1
α : p × Rr → p × Rr, äåéñòâóþùåå íà âòîðîì ñîìíîæèòåëå êàê

îòîáðàæåíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòîò àâòîìîðôèçì, êàê è ëþáîé àâòîìîðôèçì
àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rr, îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé gαβ(p) ∈ GL(r,R), òî åñòü
hβh

−1
α : p× v → p× gαβ(p)v.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèå gαβ : (Uα
⋂
Uβ) → GL(r,R), êîòîðîå

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåõîäà ìåæäó ëîêàëüíûìè òðèâèàëèçàöèÿìè α è β.

Çàäà÷à 4.1. Ïîñòðîéòå ñèñòåìû ëîêàëüíûõ òðèâèàëèçàöèé äëÿ êàñàòåëüíîãî
è óíèâåðñàëüíîãî ðàññëîåíèé è íàéäèòå ôóíêöèè ïåðåõîäà ìåæäó ýòèìè
òðèâèàëèçàöèÿìè.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü U = {Uα|α ∈ Υ} îòêðûòîå ïîêðûòèå ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X.
Òîãäà ñåìåéñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé

G = {gαβ : (Uα
⋂

Uβ)→ GL(r,R)|α, β ∈ Υ}
ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ôóíêöèåé ïåðåõîäà íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ
π : E → X, åñëè è òîëüêî åñëè

gαα = 1 è gαβgβγgγα = 1 íà Uα
⋂

Uβ
⋂

Uγ äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ Υ.

Proof. Ñîîòíîøåíèÿ gαα = 1 è gαβgβγgγα = 1 äëÿ ñåìåéñòâà ôóíêöèé ïåðåõîäà
ìåæäó òðèâèàëèçàöèÿìè âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà îïèñûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé

G = {gαβ : (Uα
⋂

Uβ)→ GL(r,R)|α, β ∈ Υ}
òàêîå, ÷òî gαα = 1 è gαβgβγgγα = 1 íà Uα

⋂
Uβ
⋂
Uγ äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ Υ. Òîãäà

gαβ = g−1
βα è gαβgβγ = gαγ.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ẽ =
⋃
α∈Υ(Uα×Rr). Òî÷êè (p, v) ∈ Uα×Rr è (p, w) ∈ Uβ×Rr

áóäåì ñ÷èòàòü ðîäñòâåííûìè, åñëè v = gαβw. Îòíîøåíèå ðîäñòâåííîñòè ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè: ðåôëåêñèâíîñòü ñëåäóåò èç gαα = 1, ñèììåòðè÷íîñòü
èç gαβ = g−1

βα è òðàíçèòèâíîñòü èç gαβgβγ = gαγ.
Ôàêòîðèçàöèÿ ìíîæåñòâà Ẽ ïî ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî E.

Îòîáðàæåíèÿ (p, v) 7→ p ïîðîæäàþò âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π : E → X, ãäå
π−1(Uα) = Uα × Rr è ôóíêöèè ïåðåõîäà ñîâïàäàþò ñ gαβ. �

3Ñ.Ì.Íàòàíçîí "Ââåäåíèå â ïó÷êè, ðàññëîåíèÿ è êëàññû ×åðíà" ÌÖÍÌÎ, Ì., 2010, Òåîðåìà 8.1
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Èñïîëüçóþ ëåììó 4.1, ìû ìîæåì çàäàâàòü âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä X, óêàçûâàÿ
ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ X è ñåìåéñòâî ôóíêöèé ïåðåõîäà, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì ëåììû 4.1.

Ìîðôèçìîì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ π : E → X â âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π̃ : Ẽ → X̃
íàçûâàåòñÿ ïàðà ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ϕX : X → X̃ è ϕE : E → Ẽ òàêèõ, ÷òî
π̃ϕE = ϕXπ è îãðàíè÷åíèå ϕE|p îòîáðàæåíèÿ ϕE íà êàæäûé ñëîé E|p = π−1(p)

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì â Ẽ|ϕX(p) = π̃−1(ϕX(p)). Êàê îáû÷íî, îáðàòèìûé ìîðôèçì
â êëàññå ìîðôèçìîâ ðàññëîåíèé íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ðàññëîåíèé.

E
ϕE−−−→ Ẽyπ

yπ̃
X

ϕX−−−→ X̃

Îñîáóþ ðîëü èãðàþò ìîðôèçìû ïó÷êîâ ñ îáùåé áàçîé, òî åñòü ìîðôèçìû, ãäå
X̃ = X è ϕX � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Ìíîæåñòâî òàêèõ ìîðôèçìîâ
îáîçíà÷àåòñÿ Hom(E, Ẽ). Èçîìîðôèçì ϕE äëÿ òàêèõ ðàññëîåíèé íàçûâàåòñÿ
ýêâèâàëåíòíîñòüþ ðàññëîåíèé.

Çàäà÷à 4.2. Äîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâà ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé {gα,β} è {g̃α,β} íà
ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè (X{(Uα, ϕα)}), çàäàþò ýêâèâàëåíòíûå ðàññëîåíèÿ, åñëè è
òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé lα : Uα → GL(r,R)
òàêîå, ÷òî g̃α,β = lβgα,βl

−1
α .

4.2. Ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèé. Ñå÷åíèåì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ π : E → X íà
ïîäìíîæåñòâå U ⊂ X íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå s : U → E òàêîå ÷òî πs
� òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ñå÷åíèå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå
p ∈ U âåêòîð èç Ep.

Ìíîæåñòâî ñå÷åíèé Fπ(U) ðàññëîåíèÿ π íàä ïîäìíîæåñòâîì U ⊂ X îáðàçóþò
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì ïîòî÷å÷íî óìíîæèòü ñå÷åíèå íà
ãëàäêóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ñå÷åíèå òîãî æå ðàññëîåíèÿ. Ýòî çàäà¼ò íà
ìíîæåñòâå ñå÷åíèé Fπ(U) ñòðóêòóðó ìîäóëÿ íàä àëãåáðîé F(U) ãëàäêèõ ôóíêöèé
íà U .

Íàáîð ñå÷åíèé {s1, . . . , sr} ⊂ Fπ(U) íàçîâåì áàçèñíûì íàáîðîì ñå÷åíèé, åñëè
âåêòîðà {s1(p), . . . , sr(p)} îáðàçóþò áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ep ïðè êàæäîì
p ∈ U . Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå èìååò âèä f i(p)si(p), ãäå {f i(p)} ⊂ F(U)
� ãëàäêèå ôóíêöèè íà U .

Àðèôìåòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rr èìååò âûäåëåííûé áàçèñ
{ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)|i = 1, . . . , r}. Âåêòîðàì áàçèñà îòâå÷àþò ñå÷åíèÿ
ei(p) = p × ei òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ U × Rr → U , îáðàçóþùèå áàçèñíûé íàáîð
ñå÷åíèé. Òðèâèàëèçàöèè h : π−1(U) → U × Rr ïåðåâîäèò åãî â áàçèñíûé íàáîð
ñå÷åíèé si(p) = h−1(ei(p)) ðàññëîåíèÿ π íàä U .

π−1(U)
h−−−→ U × RryπU

y
U U
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Íàîáîðîò, áàçèñíûé íàáîð ñå÷åíèé {si(p)|i = 1, . . . , r} ðàññëîåíèÿ π íàä U ïîðîæäàåò
òðèâèàëèçàöèþ h : π−1(U)→ U × Rr, ãäå h(ξisi(p)) = p× ξiei.

Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìó 2) î ëîêàëüíîé òðèâèàëèçàöèè èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿ ìîæíî çàìåíèòü íà

2') äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ X ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ X, äîïóñêàþùàÿ
áàçèñíûé íàáîð ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ π íàä U .

Ñå÷åíèå òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ π : E → X × Rr ïîðîæäàþò âåêòîð-ôóíêöèþ
s : X → Rr. Ñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ðàññëîåíèÿ � ýòî àíàëîã âåêòîð-ôóíêöèè,
ãäå êàæäàÿ òî÷êà îòîáðàæàåòñÿ â ñîáñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Äàëåå ìû
óâèäèì, ÷òî òàêèå îòîáðàæåíèÿ èãðàþò öåíòðàëüíóþ ðîëü â òåîðèè ìíîãîîáðàçèé.

4.3. Ñîïðÿæåíèå è òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàññëîåíèé. Âåêòîðíûå
ðàññëîåíèÿ π : E → X ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïåöèàëüíûå ñåìåéñòâà
{Ep|p ∈ X} âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïåðåíîñèòü íà
âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ îïåðàöèè íàä âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ñîïðÿæåíèå ðàññëîåíèé.
Ðàññìîòðèì (ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå) âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π : E → X. Çàìåíèì

êàæäûé ñëîé Ep íà ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî E∗p . Êàæäîìó áàçèñó {si|i = 1, . . . , r}
ïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîãî Ep îòâå÷àåò ñîïðÿæåííûé áàçèñ {s∗j |j = 1, . . . , r}
ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà E∗p , ãäå s∗i (sj) = δij.

Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå
E∗ =

⋃
p

E∗p

è îòîáðàæåíèå π∗ : E∗ → X, ãäå π∗(E∗p) = p. Äîêàæåì, ÷òî π∗ : E∗ → X �
ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
êàæäàÿ òî÷êà p ∈ X èìååò îêðåñòíîñòü U ⊂ X, íàä êîòîðîé ñóùåñòâóåò áàçèñíûé
íàáîð ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ π∗ (àêñèîìà 2' äëÿ π∗). Ñîïîñòàâèì ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
p ∈ X îêðåñòíîñòü U ⊂ X, íàä êîòîðîé ñóùåñòâóåò áàçèñíûé íàáîð ñå÷åíèé
{si(p)|i = 1, . . . , r} ðàññëîåíèÿ π (àêñèîìà 2' π). Òîãäà {s∗i (p)|i = 1, . . . , r} îáðàçóþò
áàçèñíûé íàáîð ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ π∗ íàä U .

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå π∗ : E∗ → X ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì
ðàññëîåíèåì. Îíî íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì, ñîïðÿæåííûì ê π : E → X. Cå÷åíèÿ
ñîïðÿæåííîãî ðàññëîåíèÿ � ýòî ãëàäêîå ïî p ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
lp : Ep → R.
Çàäà÷à 4.3. Ïóñòü gαβ ôóíêöèÿ ïåðåõîäà ìåæäó ëîêàëüíûìè òðèâèàëèçàöèÿìè
hα è hβ ðàññëîåíèÿ π : E → X. Ïóñòü g∗αβ ôóíêöèÿ ïåðåõîäà
ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ëîêàëüíûìè òðèâèàëèçàöèÿìè h∗α è h∗β ñîïðÿæåííîãî
ðàññëîåíèÿ π∗ : E∗ → X. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû gαβ è g∗βα ñîïðÿæåíû.
Äîêàæèòå ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî ìàòðèöû g∗αβ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
ëåììû 4.1.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàññëîåíèé.
Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñû {sti|i = 1, . . . , rt} âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V t (t = 1, . . . , n)

ïîðîæäàþò áàçèñ
{s1

i1 ⊗ · · · ⊗ snin |it = 1, . . . , rt; t = 1, . . . , n}
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âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V = V 1 ⊗ · · · ⊗ V n.
Îïðåäåëèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

π : E → X,

ðàññëîåíèé
πt : Et → X, (t = 1, . . . , n).

Ñëîè ðàññëîåíèÿ π îïðåäåëÿþòñÿ êàê òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ Ep = E1
p ⊗ · · · ⊗En

p

ñëîåâ Et
p ðàññëîåíèé πt. Òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò âèä E =

⋃
p

Ep. Ñîîòâåòñòâèå
Ep 7→ p çàäàåò ïðîåêöèþ π : E → X.

Äîêàæåì, ÷òî π � ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Ïåðåõîäÿ ê
ïåðåñå÷åíèÿì òðèâèàëèçàöèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà p ∈ X èìååò
îêðåñòíîñòü U ⊂ X, íàä êîòîðîé ñóùåñòâóåò áàçèñíîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé

{sti(p)|i = 1, . . . , rt}
ðàññëîåíèÿ πt äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n (àêñèîìà 2' äëÿ πt). Íî òîãäà

{s1
i1

(p)⊗ · · · ⊗ snin(p)|it = 1, . . . , rt; t = 1, . . . , n}
� ýòî áàçèñíûé íàáîð ñå÷åíèé îòîáðàæåíèÿ πU : π−1(U) → U è, ñëåäîâàòåëüíî, π
óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå 2'.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå π : E → X ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì
âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì. Îíî íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ðàññëîåíèé
π1, . . . , πn è îáîçíà÷àåòñÿ π = π1 ⊗ · · · ⊗ πn.

Íàéäåì ïåðåõîäíûå ôóíêöèè gαβ ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Ðàññìîòðèì áàçèñíûå íàáîðû
ñå÷åíèé (stα)it è (stβ)jt (it, jt = 1, . . . , rt) ïîðîæäåííûé ëîêàëüíûìè òðèâèàëèçàöèÿìè
πtUα : (πt)−1(Uα)→ Uα è πtUβ : (πt)−1(Uβ)→ Uβ (t = 1, . . . , n). Ðàññìîòðèì ïåðåõîäíûå
ôóíêöèè (gtαβ)i

t

jt è ìåæäó ýòèìè ëîêàëüíûìè òðèâèàëèçàöèÿìè. Òîãäà

(stβ)jt = (gtαβ)i
t

jt(s
t
α)it ,

ãäå t = 1, . . . , n; it, jt = 1, . . . , rt.
Ñëåäîâàòåëüíî,

(s1
β)j1 ⊗ · · · ⊗ (snβ)jn = (g1

αβ)i
1

j1 . . . (g
n
αβ)i

n

jn(s1
α)i1 ⊗ · · · ⊗ (snα)in .

Òàêèì îáðàçîì, íóæíàÿ íàì ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä
(gαβ)i

1...in

j1...jn = (g1
αβ)i

1

j1 . . . (g
n
αβ)i

n

jn .

Çàäà÷à 4.4. Äîêàæèòå ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî ôóíêöèè ïåðåõîäà òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ðàññëîåíèé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 4.1

Òåíçîðíîå óìíîæåíèå ïðîèçâîëüíûõ ñå÷åíèé ait1 stit òðèâèàëèçàöèé
ht : (πt)−1(U)→ U × Rrt

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â ñëîÿõ, òî åñòü ôîðìóëîé
ai11 s

1
i1
⊗ · · · ⊗ ainn snin = ai11 . . . a

in
n s

1
i1
⊗ · · · ⊗ snin ∈ Fπ(U).

Çàäà÷à 4.5. Äîêàæèòå, ÷òî òåíçîðíîå óìíîæåíèå ñå÷åíèé íå çàâèñèò îò
âûáîðà òðèâèàëèçàöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ Fπ1(X)⊗ · · · ⊗ Fπn(X)→ Fπ(X) .
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Çàäà÷à 4.6. Îïðåäåëèòå ïðÿìûå ñóììû ðàññëîåíèé è èññëåäóéòå èõ ñâîéñòâà.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òåíçîðíûå ñòåïåíè ðàññëîåíèé π⊗n = π ⊗ · · · ⊗ π è
ïðîñòðàíñòâ èõ ñå÷åíèé F⊗nπ (X). Â ýòîì ñëó÷àå π⊗n1 ⊗ π⊗n2 = π⊗(n1+n2) è

F⊗n1
π (X)⊗F⊗n2

π (X)→ F⊗(n1+n2)
π (X).

Çàäà÷à 4.7. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèè ⊕ è ⊗ íàäåëÿþò ìíîæåñòâî
∞⊕
n=1

F⊗nπ (X)

ñòðóêòóðîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû íàä êîëüöîì ãëàäêèõ ôóíêöèé.

4.4. Âíåøíèå ñòåïåíè ðàññëîåíèé. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âíåøíåé ñòåïåíè
V ∧n âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ðàçìåðíîñòè r. Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
v1, . . . , vn ∈ V � ýòî

v1 ∧ · · · ∧ vn =
∑
σ∈Sn

(−1)|σ|vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n),

ãäå Sn ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë {1, . . . , n} è |σ| � ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Sn.
Â ÷àñòíîñòè,

vχ(1) ∧ · · · ∧ vχ(n) = (−1)|χ|v1 ∧ · · · ∧ vn.
äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè χ ∈ Sn è v1∧· · ·∧vn = 0, åñëè ñðåäè âåêòîðîâ v1, . . . , vn åñòü
ñîâïàäàþùèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ∧n ⊂ V ⊗n âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå òåíçîðàìè
âèäà vi1 ∧ · · · ∧ vin . Åãî ðàçìåðíîñòü dimV ∧n ðàâíà ðàâíà 0 ïðè n > r è r!

n!(r−n)!

ïðè n ≤ r.
Áàçèñ {ei|i = 1, . . . , r} ïðîñòðàíñòâà V ïîðîæäàåò áàçèñ

{ei1 ∧ · · · ∧ ein |i1 < · · · < in}
ïðîñòðàíñòâà V ∧n. Çàìåíà áàçèñà ẽj = gijei ïðèâîäèò ê çàìåíå áàçèñà V ∧n

(2) ẽj1 ∧ · · · ∧ ẽjn = ĝi1...inj1...jn
ei1 ∧ · · · ∧ ein (i1 < · · · < in; j1 < · · · < æn),

ãäå ĝi1...inj1...jn
=
∑
χ∈Sn

(−1)|χ|gi1jχ(1)
. . . ginjχ(n)

.

Çàäà÷à 4.8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (V ∧n)∗ åñòåñòâåííî èçîìîðôíî
ïðîñòðàíñòâó êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèëèíåéíûõ ôîðì íà V . Äîêàæèòå, ÷òî
(V ∧n)∗ = (V ∗)∧n.

Çàäàäèì âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå âíåøíèõ ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ êàê
(ei1 ∧ · · · ∧ ein) ∧ (ej1 ∧ · · · ∧ ejm) = ei1 ∧ · · · ∧ ein ∧ ej1 ∧ · · · ∧ ejm .

Ïðîäîëæèâ åãî ïî ëèíåéíîñòè, ïîëó÷èì âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ V ∧n è
V ∧m ñî çíà÷åíèÿìè â V ∧(n+m).

Çàäà÷à 4.9. Äîêàæèòå, ÷òî âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ V ∧n è
V ∧m íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå V . Äîêàæèòå, ÷òî
ωn ∧ ωm = (−1)nmωm ∧ ωn, åñëè ωn ∈ V ∧n è ωm ∈ V ∧m.
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Ïîäðàññëîåíèåì ðàññëîåíèÿ π : E → X íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âåêòîðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ Êp ⊂ Ex, Ê =

⋃
p∈X

Êp òàêàÿ, ÷òî π|Ê : Ê → X � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå.

Îïðåäåëèì âíåøíþþ n-òóþ ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ π : E → X êàê ïîäðàññëîåíèå
π∧n : E∧n → X

åãî òåíçîðíîé ñòåïåíè π⊗n : E⊗n → X. Ñëîÿìè ðàññëîåíèÿ π∧n ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà (Ep)

∧n è E∧n =
⋃
p∈X

(Ep)
∧n.

Ñòàíäàðòíûé áàçèñ {e1, . . . , er} ïðîñòðàíñòâà Rr ïîðîæäàåò íàáîð áàçèñíûõ
ñå÷åíèé {e1, . . . , er} íàä U òðèâèàëèçàöèè ðàññëîåíèÿ π : E → X. Âíåøíèå
ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ñå÷åíèé {ei1 ∧ · · · ∧ ein|i1 < · · · < in} îáðàçóþò áàçèñíûé íàáîð
ñå÷åíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, òðèâèàëèçàöèþ ðàññëîåíèÿ π∧n : E∧n → X íàä U .

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (2), ïåðåõîäíûå ôóíêöèè
ẽj1 ∧ · · · ∧ ẽjn = ĝi1...inj1...jn

ei1 ∧ · · · ∧ ein
òðèâèàëèçàöèé ðàññëîåíèÿ π∧n âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðåõîäíûå ôóíêöèè ẽj = gijei
òðèâèàëèçàöèé ðàññëîåíèÿ π ïî ôîðìóëàì

(3) ĝi1...inj1...jn
=
∑
σ∈Sn

(−1)|σ|gi1jσ(1)
. . . ginjσ(n)

.

Çàäà÷à 4.10. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðè÷íîçíà÷íûå ôóíêöèè ĝi1...inj1...jn
óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì ëåììû 4.1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç E∧n ìíîæåñòâî ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ E∧n. Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå

ïðîñòðàíñòâ (Ep)
∧n è (Ep)

∧m ïîðîæäàþò âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ωn ∧ ωm ∈ E∧(n+m)

ìåæäó ñå÷åíèÿìè ωn ∈ E∧n è ωm ∈ E∧m.

5. Òåíçîðíûå ïîëÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

5.1. Òåíçîðíûå ðàññëîåíèÿ. Êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿX
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå

π : TX → X,

ñëîåì êîòîðîãî (TX)p íàä êàæäîé òî÷êîé p ∈ X ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
TpX â ýòîé òî÷êå, à ëîêàëüíûå òðèâèàëèçàöèè ñòðîÿòñÿ ïî ëîêàëüíûì êàðòàì,
èñïîëüçóÿ ñõåìó îïèñàííóþ â ðàçäåëå 2.3. Ñîãëàñíî ýòîé ñõåìå, ëîêàëüíàÿ êàðòà
ìíîãîîáðàçèÿ ϕ : U → Rr ïîðîæäàåò áàçèñíûé íàáîð ñå÷åíèé

∂

∂xi
(p)(i = 1, . . . , r)

íàä U è, ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíóþ òðèâèàëèçàöèþ. Íàïîìíèì ýòó êîíñòðóêöèþ.
Ðàññìîòðèì îáðàç

ϕ(p) = (x1(p), . . . , xr(p)) ∈ Rr
òî÷êè p ∈ U è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íå¼ ïóòü

xi(t) = (x1(p), . . . , xi−1(p), t− xi(p), xi+1(p), . . . , xr(p))
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íà ϕ(U) ∈ Rr. Åãî ïðîîáðàç γi(t) = ϕ−1(xi(t)) ÿâëÿåòñÿ ïóò¼ì íà X ñ íà÷àëîì â
p. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýòîãî ïóòè îáðàçóåò âåêòîð êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà,
îáîçíà÷àåìûé ∂

∂xi
(p) ∈ TpX.

Çàâèñÿùåå îò p ∈ U ñåìåéñòâî âåêòîðîâ ∂
∂xi

(p) îáðàçóåò ñå÷åíèå ∂
∂xi

(U)
êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä U . Ñîãëàñíî ïðèìåðó 2.1, êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
ïóòåé {xi(t)|i = 1, . . . , r} îáðàçóþò áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tx(p)Rr.
Îáðàçàìè ýòèõ âåêòîðîâ ïîä äåéñòâèåì äèôôåðåíöèàëà dϕ−1

x(p) äèôôåîìîðôèçìà ϕ−1

êàê ðàç è ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà { ∂
∂xi

(p) ∈ TpX|i = 1, . . . , r}. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè òàêæå
îáðàçóþò áàçèñ è, çíà÷èò, { ∂

∂xi
(U)|i = 1, . . . , r} � áàçèñíûé íàáîð ñå÷åíèé íàä U .

Ñîïðÿæåííîå ê êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ π : TX → X ðàññëîåíèå
π∗ : T ∗X → X,

íàçûâàåòñÿ êîêàñàòåëüíûì. Êàê ìû óæå âèäåëè, ëîêàëüíàÿ êàðòà ϕ : U → Rr
ïîðîæäàåò áàçèñíûé íàáîð ñå÷åíèé { ∂

∂xi
(U)|i = 1, . . . , r} íàä U . Äâîéñòâåííûé

åìó íàáîð ñå÷åíèé êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ {dxi(U)|i = 1, . . . , r}.
Äðóãèìè ñëîâàìè, dxi( ∂

∂xj
) = δij.

Ñå÷åíèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè. Â ëîêàëüíîé
òðèâèàëèçàöèè, ïîðîæäåííîé ëîêàëüíîé êàðòîé ϕ : U → Rr = {(x1, . . . , xr)}
âåêòîðíûìè ïîëÿ èìåþò âèä T j(p) ∂

∂xj
(p). Çàêîí èçìåíåíèÿ âèäà âåêòîðíîãî ïîëÿ

ïðè çàìåíå ëîêàëüíîé êàðòû ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäà
x̃j = x̃j(x1, . . . , xr); xj = xj(x̃1, . . . , x̃r)

áûë íàéäåí â ðàçäåëå 2.3. Òàì áûëî äîêàçàíî, ÷òî

(4) ∂

∂xj
=
∂x̃j̃

∂xj
∂

∂x̃j̃
è, ñëåäîâàòåëüíî,

T j
∂

∂xj
= T̃ j̃

∂

∂x̃j̃
, ãäå T̃ j̃ = T j

∂x̃j̃

∂xj
.

Ñå÷åíèÿ êîâåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàçûâàþòñÿ êîâåêòîðíûìè
ïîëÿìè. Â ëîêàëüíîé òðèâèàëèçàöèè, ïîðîæäåííîé ëîêàëüíîé êàðòîé
ϕ : U → Rr = {(x1, . . . , xr)} êîâåêòîðíûå ïîëÿ èìåþò âèä Ti(p)dxi(p).

Áàçèñ {dx1, . . . , dxr} ñîïðÿæåí áàçèñó { ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xr
}. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî çàäà÷å 4.3,

ñîîòíîøåíèå (4) âëå÷åò dxi = Ai
ĩ
dx̃ĩ, ãäå {Ai

ĩ
} = (({∂x̃ĩ

∂xi
})−1)∗ = ∂xi

∂x̃ĩ
, òî åñòü

(5) dxi =
∂xi

∂x̃ĩ
dx̃ĩ

Òàêèì îáðàçîì,

Tidx
i = T̃ĩdx̃

ĩ, ãäå T̃ ĩ = T j
∂x̃j̃

∂xj
.

Òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ è êîâåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
π⊗m ⊗ (π∗)⊗n : (TX)⊗m ⊗ (T ∗X)⊗n → X

íàçûâàþòñÿ òåíçîðíûìè ðàññëîåíèÿìè òèïà (m,n). Èõ ñå÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ
òåíçîðíûìè ïîëÿìè òèïà (m,n). Â ëîêàëüíîé òðèâèàëèçàöèè, ïîðîæäåííîé
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ëîêàëüíîé êàðòîé ϕ : U → Rr = {(x1, . . . , xr)} òåíçîðíûå ïîëÿ òèïà (m,n) èìåþò
âèä

T j1...jmi1...in

∂

∂xj1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xjm
⊗ dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxin .

Êîýôôèöèåíòû T j1...jmi1...in
èíîãäà íàçûâàþò êîìïîíåíòàìè òåíçîðíîãî ïîëÿ.

Èç ñîîòíîøåíèé (4) è (5) ñëåäóåò
Òåîðåìà 5.1. Ïðè çàìåíå ëîêàëüíûõ êàðò ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäà

x̃j = x̃j(x1, . . . , xr); xj = xj(x̃1, . . . , x̃r)

âèä ñå÷åíèé ìåíÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

T j1...jmi1...in

∂

∂xj1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xjm
⊗ dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxin =

T̃ j̃1...j̃m
ĩ1...̃in

∂

∂x̃j̃1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂x̃jm
⊗ dx̃i1 ⊗ · · · ⊗ dx̃in ,

ãäå

T̃ j̃1...j̃m
ĩ1...̃in

= T j1...jmi1...in

∂x̃j̃1

∂xj1
. . .

∂x̃
˜jm

∂xjm
∂xi1

∂x̃ĩ1
. . .

∂xin

∂x̃ĩn

5.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû. Â òåîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé îñîáóþ ðîëü
èãðàþò âíåøíèå ñòåïåíè êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé (T ∗)∧n. Èõ ñå÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè ñòåïåíè n èëè äèôôåðåíöèàëüíûìè n-ôîðìàìè.
Òàêèì îáðàçîì, â ëîêàëüíûõ òðèâèàëèçàöèÿõ, ïîðîæäåííûõ ëîêàëüíûìè êàðòàìè,
äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ñòåïåíè n èìåþò âèä

Ti1...indx
i1 ∧ · · · ∧ dxin , ãäå i1 < · · · < in.

Â ÷àñòíîñòè En(X) = ∅ ïðè n > r.
Ãëàäêèå ôóíêöèè íà X óäîáíî ñ÷èòàòü äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè ñòåïåíè

0. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ñòåïåíè n îáðàçóþò ìîäóëü En(X) = F(π∗)∧n(X) íàä
êîëüöîì ãëàäêèõ ôóíêöèé F(X) = E0(X).

Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ñëåäóåò èç ôîðìóë
(3) è (5).
Òåîðåìà 5.2. Ïðè çàìåíå ëîêàëüíûõ êàðò ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäà

x̃j = x̃j(x1, . . . , xr); xj = xj(x̃1, . . . , x̃r)

âèä äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðàâèëó
Ti1...indx

i1 ∧ · · · ∧ dxin = T̃i1...indx̃
i1 ∧ · · · ∧ dx̃in ,

ãäå
T̃ĩ1...̃in =

∑
χ∈Sn

(−1)|χ|
∂xi1

∂x̃ĩχ(1)

. . .
∂xin

∂x̃ĩχ(n)

Ti1...in .

Îñîáåííî âàæåí ñëó÷àé ôîðì ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè n = r. Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ
äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðì îäíîìåðíî è ïîðîæäàåòñÿ ôîðìîé îáú¼ìà x1 ∧ · · · ∧ xr.
Òåîðåìà 5.2 âëå÷åò
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Ñëåäñòâèå 5.1. Ïðè çàìåíå ëîêàëüíûõ êàðò ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäà
x̃j = x̃j(x1, . . . , xr); xj = xj(x̃1, . . . , x̃r)

âèä ôîðìû îáú¼ìà ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðàâèëó

dx1 ∧ · · · ∧ dxr = det{∂x
i

∂x̃j
}dx̃1 ∧ · · · ∧ dx̃r.

Íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ äåéñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð
d : En(X)→ En+1(X).

Íà ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ f ∈ E0(X) ïðåäñòàâëåííûõ â ëîêàëüíîé êàðòå (x1, . . . , xr)
îí äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

df =
∂f

∂xi
dxi ∈ E1(X).

Ïðè çàìåíå ëîêàëüíîé êàðòû x̃j = x̃j(x1, . . . , xr) äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà
df = ∂f

∂xi
dxi ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

∂f

∂xi

(∂xi
∂x̃j

dx̃j
)

=
( ∂f
∂xi

∂xi

∂x̃j

)
dx̃j =

∂f

∂x̃j
dx̃j.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå ôîðìû df íå çàâèñèò, îò âûáîðà ëîêàëüíîé êàðòû.

Îïðåäåëèì òåïåðü îïåðàòîð d : En(X)→ En+1(X) â ëîêàëüíîé êàðòå ôîðìóëîé
d(Ti1...indx

i1 ∧ · · · ∧ dxin) = d(Ti1...in) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin .
Òåîðåìà 5.3. Îïåðàòîð d ëèíååí, ïðè÷åì d2 = 0. Åñëè ωk ∈ Ek(X) è ωl ∈ E l(X),
òî d(ωk ∧ ωl) = dωk ∧ ωl + (−1)kωk ∧ dωl.
Proof. Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà d íà ôóíêöèÿõ ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

d(λf1 + f2) =
∂(λf1 + f2)

∂xi
dxi = λ

∂f1

∂xi
dxi +

∂f2

∂xi
dxi = λdf1 + df2.

Îòñþäà ñëåäóåò ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà d íà ïðîèçâîëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðìàõ

d(λT 1
i1...in

dxi1 ∧ · · · ∧ dxin + T 2
i1...in

dxi1 ∧ · · · ∧ dxin) =

d((λT 1
i1...in

+ T 2
i1...in

)dxi1 ∧ · · · ∧ dxin) =

d(λT 1
i1...in

+ T 2
i1...in

) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin =

λd(T 1
i1...in

dxi1 ∧ · · · ∧ dxin) + d(T 2
i1...in

dxi1 ∧ · · · ∧ dxin).

Äîêàæåì d2 = 0 äëÿ ôóíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå

d2f = d(
∂f

∂xi
dxi) =

∂

∂xj
(
∂f

∂xi
)dxj ∧ dxi =

∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi = 0,

ïîñêîëüêó ∂2f
∂xj∂xi

= ∂2f
∂xi∂xj

è dxj ∧ dxi = −dxi ∧ dxj. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì, äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè

d2(Ti1...indx
i1 ∧ · · · ∧ dxin) = d(

∂Ti1...in
∂xi

dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin) =

∂2Ti1...in
∂xj∂xi

dxj ∧ dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin = 0.
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Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå îñíîâàíî íà ïðàâèëå Ëåéáíèöà äëÿ ôóíêöèé

d(f1f2) =
∂(f1f2)

∂xi
∧ dxi = (

∂f1

∂xi
f2 + f1

∂f2

∂xi
) ∧ dxi = df1f2 + f1df2.

Äåéñòâèòåëüíî,
d(T 1

i1...ik
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ T 2

j1...il
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl) =

d(T 1
i1...ik

T 2
j1...jl

) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl
= (d(T 1

i1...ik
)T 2

j1...jl
+ T 1

i1...ik
dT 2

j1...jl
)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl =

(d(T 1
i1...ik

)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) ∧ (T 2
j1...jl

dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl)+
(−1)k(T 1

i1...ik
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) ∧ (d(T 2

j1...jl
)dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl).

�
Òåîðåìà 5.4. Îïåðàòîð d íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ëîêàëüíîé êàðòû.
Proof. Äëÿ n = 0 ýòî óòâåðæäåíèå ìû óæå äîêàçàëè. Äîêàæåì åãî äëÿ n = 1.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω = Tidx

i. Ïðè çàìåíå ëîêàëüíûõ êàðò ñ
ôóíêöèåé ïåðåõîäà

x̃j = x̃j(x1, . . . , xr); xj = xj(x̃1, . . . , x̃r)

äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ïðèíèìàåò âèä

ω = (Ti
∂xi

∂x̃j
)dx̃j.

Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð d â íîâîì áàçèñå íàõîäèì, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5.3,

dω = d(Ti
∂xi

∂x̃j
) ∧ dx̃j = d(Ti)

∂xi

∂x̃j
∧ dx̃j + Tid(

∂xi

∂x̃j
) ∧ dx̃j.

Íî
d(
∂xi

∂x̃j
) ∧ dx̃j =

∂2xi

∂x̃j∂x̃k
dx̃k ∧ dx̃j = 0,

â âèäó dx̃k ∧ dx̃j = −dx̃j ∧ dx̃k. Òàêèì îáðàçîì,

dω = d(Ti
∂xi

∂x̃j
) ∧ dx̃j = d(Ti)

∂xi

∂x̃j
∧ dx̃j = d(Ti) ∧ dxi.

Ïðè n > 1 äîêàçàòåëüñòâî ïî ñóùåñòâó òàêîå æå, íî áîëåå ãðîìîçäêîå. Ìû
îñòàâëÿåì åãî â êà÷åñòâå íå îáÿçàòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ. �

5.3. Èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ãëàäêèé àòëàñ
{(Uα, ϕα)|α ∈ Σ} ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íàçîâåì îðèåíòèðóþùèì, åñëè
ïîëîæèòåëüíû âñå îïðåäåëèòåëè ÿêîáèàíîâ ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé. Ìíîãîîáðàçèå,
äîïóñêàþùåå îðèåíòèðóþùèé àòëàñ, íàçîâåì îðèåíòèðóåìûì.

Äâà îðèåíòèðóþùèõ àòëàñà íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ îáúåäèíåíèå òàêæå
ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóþùèì àòëàñîì. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îðèåíòèðóþùèõ àòëàñîâ
íàçûâàåòñÿ îðèåíòàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ.
Çàäà÷à 5.1. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ñâÿçíîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå èìååò
ðîâíî 2 îðèåíòàöèè.
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Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ âûáðàííîé îðèåíòàöèåé íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì. Â
ýòîì ñëó÷àå àòëàñ, ïðåäñàâëÿþùèé îðèåíòàöèþ íàçîâåì îðèåíòèðóþùèì. Êàðòó
îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàçîâåì äîïóñòèìîé, åñëè åå ìîæíî âêëþ÷èòü â
îðèåíòèðóþùèé àòëàñ.

Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω ∈ Er(U) íà ñâÿçíîé
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè U ⊂ M îðèåíòèðîâàííîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M
ðàçìåðíîñòè r. Ïóñòü (U,ϕ) � äîïóñòèìàÿ êàðòà. Â ýòîé êàðòå äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ôîðìà ñòåïåíè n èìååò âèä ω = f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxr, ãäå f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
Îïðåäåëèì èíòåãðàë îò ω ðàâåíñòâîì∫

U

ω =

∫

U

f(x)dx1 . . . dxr.

Äîêàæåì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò îòîáðàæåíèÿ ϕ.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äðóãóþ äîïóñòèìóþ êàðòó (U, ϕ̃) ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäà

x̃j = x̃j(x1, . . . , xr). Â ýòîé êàðòå, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.1, ôîðìà èìååò âèä

ω = f(x̃) det{∂x
i

∂x̃j
}dx̃1 ∧ · · · ∧ dx̃r.

Òàêèì îáðàçîì, íàøå îïðåäåëåíèå, ïðèìåíåííîå ê êàðòå (U, ϕ̃), äàåò
∫

U

ω =

∫

U

f(x̃) det{∂x
i

∂x̃j
}dx̃1 . . . dx̃r

.
Òåïåðü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà

∫
U

ω ñëåäóåò èç ôîðìóëû
ìíîãîìåðíîãî àíàëèçà î çàìåíå ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå ,

∫

U

f(x)dx1 . . . dxr =

∫

U

f(x̃)
∣∣∣ det{∂x

i

∂x̃j
}
∣∣∣dx̃1 . . . dx̃r =

∫

U

f(x̃) det{∂x
i

∂x̃j
}dx̃1 . . . dx̃r.

Ðàñïðîñòðàíèì îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà íà êîìïàêòíûå îðèåíòèðîâàííûå
ìíîãîîáðàçèÿ. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðóþùèé êîíå÷íûé àòëàñ U = {(Uα, ϕα)|α ∈ Σ}
îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M .

Íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé {ψα|α ∈ Σ} íà M íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì åäèíèöû,
ïîä÷èíåííûì àòëàñó U , åñëè supp(ψα) ⊂ Uα, 0 ≤ ψα ≤ 1 è

∑
α∈Σ

ψα(x) = 1.
(Êàê îáû÷íî, ÷åðåç supp(f) îáîçíà÷àåòñÿ íîñèòåëü ôóíêöèè f , òî åñòü çàìûêàíèå
{x ∈ Uα|f(x) 6= 0}.)

Ëåììà 5.1. Íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M ðàçáèåíèå åäèíèöû ñóùåñòâóåò.
Proof. Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå {Vα|α ∈ Σ}, âïèñàííîå â ïîêðûòèå
{Uα|α ∈ Σ}, òî åñòü òàêîå, ÷òî V̄α ⊂ Uα è

⋃
α

Vα = M . Òîãäà, ñîãëàñíî çàäà÷è 3.5, äëÿ
êàæäîãî α ∈ Σ ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ fα : Rm → R, ðàâíàÿ 1 íà ϕα(Vα) è 0
âíå ϕα(Uα). Ïîëîæèì f =

∑
α∈Σ

fαϕα è ψα = fαϕα
f

. �

Èñïîëüçóÿ êîíå÷íûé îðèåíòèðóþùèé àòëàñ U è ïîä÷èíåííîå åìó ðàçáèåíèå
åäèíèöû {ψα|α ∈ Σ}, îïðåäåëèì èíòåãðàë ïî âñåìó ìíîãîîáðàçèþ M êàê
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∫

M

ω =
∑
α∈Σ

∫

Uα

ψαω.

Ëåììà 5.2. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ åäèíèöû {ψα|α ∈ Σ},
ïîä÷èíåííîãî êîíå÷íîìó îðèåíòèðóþùåìó àòëàñó U .
Proof. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ìîùíîñòü |Σ| ìíîæåñòâà Σ. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
Σ = {1, . . . , N}. Ïóñòü {ψ1

α|α ∈ Σ} è {ψ2
α|α ∈ Σ} � ðàçáèåíèÿ åäèíèöû, ïîä÷èíåííûå

àòëàñó U . Ðàññìîòðèì "ðàçáèåíèå íóëÿ" ψα = ψ1
α − ψ2

α. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî∑
α∈Σ

∫
Uα

ψαω = 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà ôóíêöèé

{ψ1, . . . , ψN} ñî ñâîéñòâàìè
N∑
α=1

ψα = 0, supp(ψα) ⊂ Uα âûïîëíåíî

N∑
α=1

∫

Uα

ψαω = 0.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìû áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî N . Äëÿ N = 1 óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî. Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ëþáîãî íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç N − 1
ôóíêöèé. Ïî óñëîâèþ, supp(ψN) ⊂ UN . Ïîýòîì, ñîãëàñíî çàäà÷è 3.5, ñóùåñòâóåò
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ χ òàêàÿ, ÷òî χ(supp(ψN)) = 1 è supp(χ) ⊂ UN . Ôóíêöèÿ χψN
ðàâíà ψN â òî÷êàõ, ãäå ψN íå ðàâíà 0 è ðàâíà 0 â òî÷êàõ, ãäå ψN ðàâíà 0. Òàêèì
îáðàçîì, χψN = ψN .

Â ÷àñòíîñòè

ψN = χψN = χ(−
N−1∑
α=1

ψα) = −
N−1∑
α=1

χψα, ïðè÷åì supp(χψα) ⊂ UN ∩ Uα.

Ñëåäîâàòåëüíî,
N∑
α=1

∫

Uα

ψαω =

∫

UN

ψNω +
N−1∑
α=1

∫

Uα

ψαω = −
N−1∑
α=1

∫

UN

χψαω +
N−1∑
α=1

∫

Uα

ψαω =

=
N−1∑
α=1

∫

Uα

(ψα − χψα)ω =
N−1∑
α=1

∫

Uα

ψ̃αω, ãäå ψ̃α = ψα − χψα.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû
N−1∑
α=1

ψ̃α =
N−1∑
α=1

ψα −
N−1∑
α=1

χψα =
N−1∑
α=1

ψα + χψN =
N−1∑
α=1

ψα + ψN = 0.

Ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê íàáîðó ôóíêöèé {ψ̃1, . . . , ψ̃N−1}, íàõîäèì,
÷òî

N∑
α=1

∫

Uα

ψαω =
N−1∑
α=1

∫

Uα

ψ̃αω = 0.

�
Òåîðåìà 5.5. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà íà îðèåíòèðîâàííîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè
íå çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòèðóþùåãî àòëàñà.
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Proof. Ðàññìîòðèì 2 îðèåíòèðóþùèõ àòëàñà U1 = {(U1
α1 , ϕ1

α1)|α1 ∈ Σ1} è
U2 = {(U2

α2 , ϕ2
α2)|α2 ∈ Σ2} íà îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè M . Èõ îáúåäèíåíèå

U = U1 ∪ U2 òîæå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóþùèì àòëàñîì.
Ðàññìîòðèì ñîãëàñîâàííîå ñ àòëàñîì U1 ðàçáèåíèå åäèíèöû ψ1

α è ïðîäîëæèì åãî äî
ðàçáèåíèÿ åäèíèöû ñîãëàñîâàííîãî ñ àòëàñîì U , ñ÷èòàÿ, ÷òî ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå
êàðòàì àòëàñà, U2 íóëåâûå. Ïîñòðîåííîå ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîå àòëàñó U ,
äàåò òî æå çíà÷åíèå èíòåãðàëà, ÷òî è ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîå àòëàñó U1.
Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå 5.2 èíòåãðàë, ïîñòðîåííûé ïî àòëàñó U1, ñîâïàäàåò
ñ èíòåãðàëîì, ïîñòðîåííûì ïî àòëàñó U . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàë,
ïîñòðîåííûé ïî àòëàñó U2, ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì, ïîñòðîåííûì ïî àòëàñó U . �

Çàäà÷à 5.1. Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà
ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Òî åñòü

∫

M

(λω1 + ω2) = λ

∫

M

ω1 +

∫

M

ω2.

6. Ôîðìóëà Ñòîêñà

6.1. Ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì. Òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì íàçûâàåòñÿ
ñåïàðàáåëüíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M , ÷òî äëÿ âñÿêîé åãî
òî÷êè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíàÿ èëè ïðîñòðàíñòâó Rr (òàêèå òî÷êè
íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè), èëè ïîëóïðîñòðàíñòâó Rr− = {x ∈ Rr|x1 ≤ 0} (òàêèå
òî÷êè íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè). Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê îáîçíà÷àåòñÿ ∂M .

Âíóòðåííåé êàðòîé ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì M íàçûâàåòñÿ ïàðà (U,ϕ), ãäå
U ⊂ M \ ∂M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî è ϕ : U → Rr � ãîìåîìîðôèçì íà
ïîäìíîæåñòâî ϕ(U).

Ãðàíè÷íîé êàðòîé ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì M íàçûâàåòñÿ ïàðà (U,ϕ), ãäå
U ∩ ∂M 6= ∅, U \ ∂M îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â M \ ∂M è ϕ : U → Rr−
� ãîìåîìîðôèçì íà ïîäìíîæåñòâî ϕ(U) òàêîé, ÷òî ϕ(U ∩ ∂M) � îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî Rr0 = {x ∈ Rr|x1 = 0}.

Ñîâîêóïíîñòü ïîêðûâàþùèõM âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ êàðò íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì
àòëàñîì, åñëè âñå îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà ãëàäêèå. Ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèé ïåðåõîäà
â îêðåñòíîñòè âíóòðåííåé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå êàê è äëÿ ìíîãîîáðàçèé áåç
ãðàíèöû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà â îêðåñòíîñòè
ãðàíè÷íîé òî÷êè íàäî óêàçàòü, êàêèå îòîáðàæåíèÿ F : X → Y îáëàñòåé ñ
ãðàíèöåé X, Y ⊂ Rr− ìû ñ÷èòàåì äèôôåîìîðôèçìàìè. Ïî îïðåäåëåíèþ � ýòî òîæå
ãîìåîìîðôèçìû, ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ. Â
ãðàíè÷íîé òî÷êå ïðîèçâîäíûå ∂F

∂xi
îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì äëÿ i > 1,

à ïðîèçâîäíàÿ ∂F
∂x1 ñ÷èòàåòñÿ îäíîñòîðîííåé. Òî åñòü

∂F

∂x1
(0, x2, . . . , xr) = lim

x1→−0

F (x1, x2, . . . , xr)− F (0, x2, . . . , xr)

x1
.

Ëåììà 6.1. Â ãðàíè÷íîé òî÷êå ∂F 1

∂x1 (0, x2, . . . , xr) > 0 è ∂F 1

∂xi
(0, x2, . . . , xr) = 0 ïðè

i > 1.
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Proof. Çíà÷åíèå ïåðâîé êîìïîíåíòû îòîáðàæåíèé ïåðåõîäà F 1(x1, x2, . . . , xr)

îòðèöàòåëüíî ïðè x1 < 0 è ðàâíî 0 ïðè x1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ∂F 1

∂x1 (0, x2, . . . , xr) > 0

è ∂F 1

∂xi
(0, x2, . . . , xr) = 0 ïðè i > 1. �

Ãëàäêèå àòëàñû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ îáúåäèíåíèå òîæå ãëàäêèé
àòëàñ. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàäêèõ àòëàñîâ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé, à
ìíîãîîáðàçèå ñ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ ãðàíèöåé
(êðàåì).

Çàäàäèì íà ïîäïðîñòðàíñòâå Rr0 = {(0, x2, . . . , xr)} äèôôåîìîðôèçì h : Rr0 → Rr−1,
ãäå h(0, x2, . . . , xr) = (x2, . . . , xr). Ðàññìîòðèì ãëàäêèé àòëàñ U ìíîãîîáðàçèÿ M .
Ñîäåðæàùàÿ ãðàíè÷íûå òî÷êè ëîêàëüíàÿ êàðòà (U,ϕ) ∈ U ïåðåâîäèò ÷àñòü ãðàíèöû
∂U = ∂M ∩ U â òî÷êè âèäà (0, x2, . . . , xr) ⊂ Rr. Îòîáðàæåíèå ϕ̃ = hϕ|∂U ïåðåâîäèò
∂U â Rr−1. Ïàðû (∂U, ϕ̃) îáðàçóþò, òàêèì îáðàçîì, ãëàäêèé àòëàñ ∂U ãðàíèöû ∂M .
Ýòîò àòëàñ ïðåâðàùàåò ãðàíèöó ∂M â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå.

Êàê è äëÿ ìíîãîîáðàçèé áåç ãðàíèöû, ãëàäêèé àòëàñ íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóþùèì,
åñëè ïîëîæèòåëüíû âñå îïðåäåëèòåëè ÿêîáèàíîâ ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé. Êàê è
ðàíüøå êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îðèåíòèðóþùèõ àòëàñîâ íàçûâàåòñÿ îðèåíòàöèåé
ìíîãîîáðàçèÿ. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M îðèåíòèðîâàíî.
Ëåììà 6.2. Ïóñòü U îðèåíòèðóþùèé àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì M . Òîãäà
ãëàäêèé àòëàñ ∂U ìíîãîîáðàçèÿ ∂M òîæå îðèåíòèðóþùèé. Îðèåíòàöèÿ
ãðàíèöû ∂M , êîòîðóþ îí ïîðîæäàåò, íàçûâàåòñÿ îðèåíòàöèåé, èíäóöèðîâàííîé
îðèåíòàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ M .
Proof. Ðàññìîòðèì ëîêàëüíûå êàðòû àòëàñà (U1, ϕ1), (U2, ϕ2), ñîäåðæàùèå ãðàíè÷íóþ
òî÷êó p ∈ ∂M . Òîãäà ϕi(Ui) ⊂ R− è ϕi(p) = (0, x2

i , . . . , x
r
i ). Ñîãëàñíî ëåììå 6.1,

ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà ìåæäó êàðòàìè F = ϕ2ϕ
−1
1 â òî÷êå q = ϕ1(p) èìååò

âèä

dF (q) =




∂F 1

∂x1 (q) 0 0 0
∂F 2

∂x1 (q) ∂F 2

∂x2 (q) . . . ∂F 2

∂xr
(q)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂F r

∂x1 (q) ∂F r

∂xr
(q) . . . ∂F r

∂xr
(q)


 ,

ãäå ∂F 1

∂x1 (q) > 0, ïîñêîëüêó êàê êîîðäèíàòà x1(q), òàê è êîîðäèíàòà F 1(q) óìåíüøàþòñÿ
ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè q îò ãðàíèöû âíóòðü ìíîãîîáðàçèÿ.

Ñîãëàñíî çàêîíàì ëèíåéíîé àëãåáðû, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû dF (q) ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ ∂F 1

∂x1 (q) íà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

∆(q) =




∂F 2

∂x2 (q) . . . ∂F 2

∂xr
(q)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂F r

∂x2 (q) . . . ∂F r

∂xr
(q)


 .

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû dF (q) ïîëîæèòåëüíûé, ïîñêîëüêó àòëàñ U
îðèåíòèðóþùèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíûé è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
∆(q). Ýòà ìàòðèöà, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè äëÿ îòîáðàæåíèÿ
ïåðåõîäà F̃ = ϕ̃2ϕ̃

−1
1 ìåæäó êàðòàìè (∂U1, ϕ̃1) è (∂U2, ϕ̃2) àòëàñà ∂U . Ìû äîêàçàëè,

òàêèì îáðàçîì, ÷òî îïðåäåëèòåëè ìàòðèö ßêîáè ôóíêöèé ïåðåõîäà àòëàñà ∂U
ïîëîæèòåëüíû. À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî àòëàñ ∂U íà ∂M îðèåíòèðóþùèé. �
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Ãîâîðÿ îá îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè ñ ãðàíèöåé, ìû âñåãäà áóäåì
ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî åãî ãðàíèöà íàäåëåíà èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèåé.

Â íàøè îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé è îïåðàöèé íàä íèìè íà ìíîãîîáðàçèé
áåç ãðàíèöû ìû ñ÷èòàëè, ÷òî îêðåñòíîñòè òî÷åê ñîñòîÿò èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Âñÿ
ýòà òåîðèÿ, îäíàêî, áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ãðàíèöåé,
ãäå îêðåñòíîñòè òî÷åê îïðåäåëåíû òàê êàê â íà÷àëå ýòîãî ðàçäåëà.

Îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê òàêæå íå ìåíÿåòñÿ.
Äëÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê p ìû îïðåäåëÿåì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tp, êàê âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì ∂

∂xi
. Äëÿ i > 1 áàçèñíûå âåêòîðû ∂

∂xi
îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå,

êàê äëÿ ìíîãîîáðàçèé áåç ãðàíèöû. Âåêòîð ∂
∂x1 ∈ Tp â îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ãðàíè÷íîé ëîêàëüíîé êàðòû (U,ϕ), ãäå ϕ(p) = 0, êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòè
ϕ−1

(
(tx1, 0, . . . , 0)

)
, ãäå t ∈ [0,−ε]. Òåíçîðû è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, êàê è

ðàíüøå, îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñå÷åíèÿ òåíçîðíûõ è âíåøíèõ ñòåïåíåé êàñàòåëüíûõ è
êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé.

Çàäà÷à 6.1. Äàòü îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì.

Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, êðàé ∂M ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåìM òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Åãî êàðòû (∂U, ϕ̃) ñòðîÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ êàðò (U,ϕ)
ìíîãîîáðàçèÿ M ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åíèé ∂U = ∂M ∩ U , ϕ̃ = hϕ|∂U . Îãðàíè÷åíèå
íà ∂M äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû íà M ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà
êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ ê ∂M , ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäàåò äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó
íà ∂M .

Îïèøåì ýòó êîíñòðóêöèþ â òåðìèíàõ ëîêàëüíîé êàðòû. Ðàññìîòðèì áàçèñ
{ ∂
∂xi
|i = 1, . . . , r} ∈ Tp(M) êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê M â òî÷êå p ∈ ∂M . Åãî

ïîäìíîæåñòâî { ∂
∂xi
|i = 2, . . . , r} îáðàçóåò áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tp(∂M) ê

∂M .
Ñîïðÿæåííûé áàçèñ êîêàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ {dxi|i = 1, . . . , r} ∈ T ∗p (M) äëÿ M

ïîðîæäàåò êîêàñàòåëüíûå âåêòîðà {dxi|i = 1, . . . , r} ∈ T ∗p (∂M) äëÿ ∂M . Áîëåå
òîãî dx1 = 0, êàê êîêàñàòåëüíûé âåêòîð ê ∂M , ïîñêîëüêó dx1( ∂

∂xi
) = 0 ïðè i > 1.

Êîêàñàòåëüíûå âåêòîðà {dxi|i = 2, . . . , r} ∈ T ∗p (∂M) îáðàçóþò áàçèñ, ñîïðÿæåííûé ê
{ ∂
∂xi
|i = 2, . . . , r} ∈ Tp(∂M), ïîñêîëüêó dxj( ∂

∂xi
) = δij ïðè i, j > 1.

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω = Ai1,...,indx
i1 ∧ · · · ∧ dxin íà M

ïîðîæäàåò äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω̃ = Ãi1,...,indx
i1 ∧ · · · ∧ dxin íà ìíîãîîáðàçèè

∂M , ãäå Ãi1,...,in = 0, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ij ðàâíî 1, è Ãi1,...,in = Ai1,...,in â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ.

Çàäà÷à 6.2. Äîêàçàòü ôîðìà ω̃ îïðåäåëåíà êîððåêòíî, òî åñòü íå çàâèñèò îò
âûáîðà ãðàíè÷íîé ëîêàëüíîé êàðòû.

6.2. Îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà.

Òåîðåìà 6.1. (Îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà) Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó
ω ñòåïåíè r − 1 íà ãëàäêîì îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè M ðàçìåðíîñòè r ñ
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ãðàíèöåé. Òîãäà

(6)
∫

M

dω =

∫

∂M

ω.

Proof. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðóþùèé àòëàñ U =
⋃
α∈Σ

Uα ìíîãîîáðàçèÿ M è,
ïîä÷èíåííîå àòëàñó U ðàçáèåíèå åäèíèöû {ψα|α ∈ Σ}. Òîãäà ω =

∑
α∈Σ

ωα, ãäå
ωα = ψαω. Ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû Ñòîêñà ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî ôîðìû
ω (çàäà÷à 5.1). Ñëåäîâàòåëüíî, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

∫

M

dωα =

∫

∂M

ωα, òî åñòü
∫

Uα

dωα =

∫

Uα∩∂M

ωα,

ïîñêîëüêó íîñèòåëü ôîðìû ωα ëåæèò â îäíîé êàðòå Uα. Â ðàìêàõ îíîé êàðòû ôîðìà
ωα ðàâíà ñóììå ôîðì âèäà

ωk = f(x1, . . . , xr)dx1 ∧ · · · ∧ dxk−1 ∧ dxk+1 ∧ · · · ∧ dxr,
ãäå f ðàâíà 0 âíå Uα.

Òàêèì îáðàçîì, â âèäó ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè , íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
ñîîòíîøåíèÿ

(7)
∫

Rr−

dωk =

∫

∂Rr−

ωk

äëÿ âñåõ k.
Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, äèôôåðåíöèàë dx1 ïîðîæäàåò íóëåâîé äèôôåðåíöèàë íà

∂Rr−. Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå äèôôåðåíöèàëà ωk íà ∂Rr− ðàâíî 0 ïðè k > 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâÿ ÷àñòü ôîðìóëû (7) ðàâíî 0 ïðè k > 1. Íàéäåì åå ëåâóþ ÷àñòü.
∫

Rr−

dωk =

∫

Rr−

∂f

∂xi
dxi∧dx1∧ · · ·∧dxk−1∧dxk+1∧ · · ·∧dxr = (−1)k−1

∫

Rr−

∂f

∂xk
dx1∧ · · ·∧dxr.

Èíòåãðèðóÿ ôóíêöèþ ∂f
∂xk

ïî ïåðåìåííîé xk, íàõîäèì, ÷òî
+∞∫

−∞

∂f

∂xk
dxk = f(x1, . . . , xr)

∣∣∣
xk=+∞

xk=−∞
= 0,

ïîñêîëüêó f ðàâíà 0 âíå Uα. Òåïåðü, ïåðåõîäÿ ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó ïî îñòàëüíûì
ïåðåìåííûì, íàõîäèì, ÷òî

∫

Rr−

∂f

∂xk
dx1 ∧ · · · ∧ dxr = 0.

Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé ω1 = f(x1, . . . , xr)dx2 ∧ · · · ∧ dxr. Â ýòîì ñëó÷àå

dω1 =
∂f

∂xi
dxi ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxr =

∂f

∂x1
dx1 ∧ · · · ∧ dxr
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ∫

Rr−

dω1 =

∫

Rr−

∂f

∂x1
dx1 ∧ · · · ∧ dxr.

Èíòåãðèðóÿ ôóíêöèþ ∂f
∂x1 ïî ïåðåìåííîé x1, íàõîäèì, ÷òî

0∫

−∞

∂f

∂x1
dx1 = f(x1, . . . , xr)

∣∣∣
x1=0

x1=−∞
= f(0, x2 . . . , xr).

Ïåðåõîäÿ ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó, íàõîäèì, ÷òî∫

Rr−

dω1 =

∫

Rr−1

f(0, x2, . . . , xr)dx2 ∧ · · · ∧ dxr =

∫

∂Rr−

ω1.

�

Ðàçáèâàÿ êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç ãðàíèöû íà 2 ìíîãîîáðàçèÿ ñ ãðàíèöåé è
ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ñòîêñà íõîäèì
Ñëåäñòâèå 6.1. Èíòåãðàë

∫
M

ω îò òî÷íîé ôîðìû ω = dη ïî êîìïàêòíîìó
ìíîãîîáðàçèþ áåç ãðàíèöû M ðàâåí 0.

6.3. Ôîðìóëû Ãðèíà, Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî è êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà
Ñòîêñà. Ïîñìîòðèì, ÷òî îçíà÷àåò îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà â ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèÿõ,
êîãäà M ⊂ Rn è n = 1, 2, 3. Ýòè ôîðìóëû ïîÿâèëèñü â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå
çíà÷èòåëüíî ðàíüøå îáùåé ôîðìóëû Ñòîêñà è ïîçâîëèëè åå íàéòè.

Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.
Ïóñòü n = 1. Òîãäà M � ýòî îòðåçîê [a, b] ⊂ R, îðèåíòèðîâàííûé ïî âîçðàñòàíèþ

÷èñåë. Ãðàíèöà ñîñòîèò èç òî÷åê a, b. Îðèåíòàöèåé òî÷êè íàçîâåì çíàê, êîòîðûé ìû
åé ïðèñâàèâàåì. Ýòîò çíàê ïîëîæèòåëüíûé, åñëè íàïðàâëåíèå îò òî÷êè ãðàíèöû âî
âíåøíîñòü îòðåçêà ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé îòðåçêà, è îòðèöàòåëüíûé â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, b � ïîëîæèòåëüíàÿ òî÷êà, à a � îòðèöàòåëüíàÿ.

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω ñòåïåíè 0 � ýòî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f . Òàêèì îáðàçîì,
îáùàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà ïðè n = 1 ïðèíèìàåò âèä

b∫

a

df = f(b)− f(a),

òî åñòü ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

Ôîðìóëà Ãðèíà.
Ïóñòü M ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé êðèâîé êîìïàêòíàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè

è ω = A(x1, x2)dx1 + B(x1, x2)dx2 � ãëàäêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòåïåíè 1.
Ñòàíäàðòíàÿ îðèåíòàöèÿ ïëîñêîñòè R2 ïîðîæäàåò îðèåíòàöèþ îáëàñòè M . Êðîìå
òîãî,

dω =
( ∂A
∂x1

dx1 +
∂A

∂x2
dx2
)
∧ dx1 +

( ∂B
∂x1

dx1 +
∂B

∂x2
dx2
)
∧ dx2 =

( ∂B
∂x1
− ∂A

∂x2

)
dx1 ∧ dx2.
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Ïðèìåíÿÿ îáùóþ ôîðìóëó Ñòîêñà, íàõîäèì, ÷òî∫

∂M

(
Adx1 +Bdx2

)
=

∫

M

( ∂B
∂x1
− ∂A

∂x2

)
dx1 ∧ dx2.

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ãðèíà.

Ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.
Ïóñòü M ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ êîìïàêòíàÿ îáëàñòü â

ïðîñòðàíñòâå è ω = A(x1, x2, x3)dx1∧dx2 +B(x1, x2, x3)dx2∧dx3 +C(x1, x2, x3)dx3∧dx1

� ãëàäêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòåïåíè 2. Ñòàíäàðòíàÿ îðèåíòàöèÿ
ïðîñòðàíñòâà R3 ïîðîæäàåò îðèåíòàöèþ îáëàñòè M . Êðîìå òîãî,

dω =
( ∂A
∂x1

dx1+
∂A

∂x2
dx2+

∂A

∂x3
dx3
)
∧dx1∧dx2+

( ∂B
∂x1

dx1+
∂B

∂x2
dx2+

∂B

∂x3
dx3
)
∧dx2∧dx3+

( ∂C
∂x1

dx1 +
∂C

∂x2
dx2 +

∂C

∂x3
dx3
)
∧ dx3 ∧ dx1 =

( ∂A
∂x3

+
∂B

∂x1
+
∂C

∂x2

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Ïðèìåíÿÿ îáùóþ ôîðìóëó Ñòîêñà, íàõîäèì, ÷òî∫

∂M

(
Adx1 ∧ dx2 +Bdx2 ∧ dx3 + Cdx3 ∧ dx1

)
=

∫

M

( ∂A
∂x3

+
∂B

∂x1
+
∂C

∂x2

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.

Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà.
Ïóñòü M ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé êðèâîé ãëàäêàÿ

îðèåíòèðîâàííàÿ êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå R3.
Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ñòåïåíè 1
ω = A(x1, x2, x3)dx1 +B(x1, x2, x3)dx2 + C(x1, x2, x3)dx3. Òîãäà

dω =
( ∂A
∂x1

dx1 +
∂A

∂x2
dx2 +

∂A

∂x3
dx3
)
∧ dx1 +

( ∂B
∂x1

dx1 +
∂B

∂x2
dx2 +

∂B

∂x3
dx3
)
∧ dx2+

( ∂C
∂x1

dx1 +
∂C

∂x2
dx2 +

∂C

∂x3
dx3
)
∧ dx3 =

( ∂B
∂x1
− ∂A

∂x2

)
dx1 ∧ dx2 +

( ∂C
∂x2
− ∂B

∂x3

)
dx2 ∧ dx3 +

( ∂A
∂x3
− ∂C

∂x1

)
dx3 ∧ dx1.

Ïðèìåíÿÿ îáùóþ ôîðìóëó Ñòîêñà, íàõîäèì, ÷òî∫

∂M

(
Adx1 +Bdx2 + Cdx3

)
=

∫

M

( ∂B
∂x1
− ∂A

∂x2

)
dx1 ∧ dx2 +

( ∂C
∂x2
− ∂B

∂x3

)
dx2 ∧ dx3 +

( ∂A
∂x3
− ∂C

∂x1

)
dx3 ∧ dx1.

Èìåííî ýòó ôîðìóëó è íàøåë â ñåðåäèíå 19 âåêà èçâåñòíûé àíãëèéñêèé ôèçèê è
ìàòåìàòèê Ñòîêñ.
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7. Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà

7.1. Îïðåäåëåíèå êîãîìîëîãèé äå Ðàìà. Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà ñòðîÿòñÿ ïðè
ïîìîùè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà ìíîãîîáðàçèè. Íàïîìíèì êîðîòêî ñâîéñòâà
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì (ðàçäåë 5.2).

Äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè ñòåïåíè n (èëè äèôôåðåíöèàëüíûìè n-ôîðìàìè)
íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàþòñÿ ñå÷åíèÿ n-òîé âíåøíåé ñòåïåíè
êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ (T ∗)∧n. Â ëîêàëüíîé êàðòå äèôôåðåíöèàëüíûå n-ôîðìû
èìåþò âèä

Ti1...indx
i1 ∧ · · · ∧ dxin , ãäå i1 < · · · < in.

Ãëàäêèå ôóíêöèè íà M óäîáíî ñ÷èòàòü äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè ñòåïåíè 0.
Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ñòåïåíè n îáðàçóþò ìîäóëü En(M) íàä êîëüöîì ãëàäêèõ
ôóíêöèé F(M) = E0(M). Â ÷àñòíîñòè En(M) = ∅ ïðè n > r.

Ïðÿìàÿ ñóììà ïðîñòðàíñòâ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì âñåõ ñòåïåíåé îáðàçóþò
ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó

E(M) =
∞⊕
n=1

En(M).

ñ îïåðàöèåé âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñîïîñòàâëÿþùåé äèôôåðåíöèàëüíûì ôîðìàì
ωn ∈ En(M) è ωm ∈ Em(M) ôîðìó

ωn ∧ ωm ∈ En+m(M)

òàêóþ, ÷òî
ωn ∧ ωm = (−1)nmωm ∧ ωn.

Íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ ëîêàëüíîé êàðòû âíåøíåå óìíîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(dxi1 ∧ · · · ∧ dxin) ∧ (dxj1 ∧ · · · ∧ dxjm) = dxi1 ∧ · · · ∧ dxin ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjm .

Ñàìûì âàæíûì äëÿ íàñ áóäåò ëèíåéíûé îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

d : En(M)→ En+1(M).

Â ïðîèçâîëüíîé ëîêàëüíîé êàðòå îí èìååò âèä

d(Ti1...indx
i1 ∧ · · · ∧ dxin) = d(Ti1...in) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî d2 = 0.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå è âíåøíåå óìíîæåíèå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

d(ωn ∧ ωm) = dωn ∧ ωm + (−1)nωn ∧ dωm,
ãäå ωn ∈ En(M), ωm ∈ Em(m).

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà.
Äèôôåðåíöèàëüíûå n-ôîðìû, ïðèíàäëåæàùèå ÿäðó îïåðàòîðà

d : En(M) → En+1(M), íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè ôîðìàìè èëè êîöèêëàìè.
Îíè îáðàçóþò âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Zn(M) = {ω ∈ En(M)|dω = 0}.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå n-ôîðìû, ïðèíàäëåæàùèå îáðàçó îïåðàòîðà
d : En−1(M) → En(M), íàçûâàþòñÿ òî÷íûìè ôîðìàìè èëè êîãðàíèöàìè. Îíè
îáðàçóþò âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Bn(M) = {ω = dη|η ∈ En−1(M)} ⊂ En(M).

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, îòëè÷àþùèåñÿ íà êîãðàíèöó, íàçûâàþòñÿ
êîãîìîëîãè÷íûìè.

Ñîîòíîøåíèå d2 = 0 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
En−1(M)

d→ En(M)
d→ En+1(M)

îçíà÷àåò, ÷òî Bn(M) ⊂ Zn(M). Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
Hn(M,R) = Zn(M)/Bn(M)

íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì n-ìåðíûõ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ýëåìåíò ãðóïïû êîãîìîëîãèé � ýòî êîöèêë ñ òî÷íîñòüþ äî êîãðàíèöû.

Çàäà÷à 7.1. Äîêàæèòå, ÷òî Hn(M,R) = 0, åñëè n > dimM

Ðàçìåðíîñòè dimHn(M,R) íàçûâàþòñÿ n-ìåðíûìè ÷èñëàìè Áåòòè.
Èç îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëà Áåòòè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ãëàäêèõ

ìíîãîîáðàçèé. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îíè îäèíàêîâû è ó ãîìåîìîðôíûõ
ìíîãîîáðàçèé, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè. Áîëåå òîãî, îíè
êîíå÷íû äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé.
Ëåììà 7.1. 0-ìåðíîå ÷èñëî Áåòòè ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ðàâíî ÷èñëó ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ.
Proof. Ïðîñòðàíñòâî Z0(M) ñîñòîèò èç ëîêàëüíî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, à
ïðîñòðàíñòâî B0(M) ïóñòî ïî îïðåäåëåíèþ. �
Çàäà÷à 7.2. Íàéäèòå êîãîìîëîãèè òî÷è p. Äîêàæèòå, ÷òî H0(p,R) = R è
Hn(p,R) = 0, ïðè n > 0.

Ïðÿìàÿ ñóììà
H∗(M,R) =

⊕
n≥0

Hn(M,R)

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì êîãîìîëîãèé.
Òåîðåìà 7.1. Âíåøíåå óìíîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïîðîæäàåò âíåøíåå
óìíîæåíèå íà ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå êîãîìîëîãèé, ïðåâðàùàÿ H∗(M,R) â
ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó, ãäå Hn(M,R) ∧ Hm(M,R) ⊂ Hn+m(M,R). Ïðè ýòîì
hn ∧ hm = (−1)nmhm ∧ hn, åñëè hn ∈ Hn(M,R), hm ∈ Hm(M,R).
Proof. Äîêàæåì, ÷òî óìíîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïîðîæäàåò óìíîæåíèå íà
ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå ãîìîëîãèé. Åñëè a ∈ Zn(M) è b ∈ Zm(M), òî da = db = 0 è
d(a ∧ b) = da ∧ b + (−1)na ∧ db = 0. Òàêèì îáðàçîì, âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå êîöèêëîâ
ÿâëÿåòñÿ êîöèêëîì a ∧ b ∈ Zn+m(M).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî çàìåíà êîöèêëîâ a è b íà êîãîìîëîãè÷íûå ìåíÿåò a ∧ b íà
êîãîìîëîãè÷íûé êîöèêë. Ïóñòü ã ∈ En−1(M) è b̃ ∈ Em−1(M). Åñëè

c = (−1)na ∧ b̃+ ã ∧ b+ ã ∧ db̃,
òî

dc = a ∧ db̃+ dã ∧ b+ dã ∧ db̃.
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Ñëåäîâàòåëüíî,
(a+ dã) ∧ (b+ db̃) = a ∧ b+ a ∧ db̃+ dã ∧ b+ dã ∧ db̃ = a ∧ b+ dc.

Ñîîòíîøåíèå hn ∧ hm = (−1)nmhm ∧ hn ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì a è b. �

Ñîãëàñíî òåîðåìå äå Ðàìà èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïîðîæäàåò
äâîéñòâåííîñòü ìåæäó êîãîìîëîãèÿìè äå Ðàìà è ãîìîëîãèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè êàê
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïîäíîãîîáðàçèé4. Òåì íå ìåíåå, êîãîìîëîãèè íåñóò áîëüøå
âàæíîé èíôîðìàöèè î ìíîãîîáðàçèè ÷åì ãîìîëîãèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
îïåðàöèÿ âíåøíåãî óìíîæåíèÿ êîãîìîëîãèé íå èìååò ïðîñòîãî àíàëîãà â ãîìîëîãèÿõ.
Ýòà ñèòóàöèÿ ïðåêðàñíî èëëþñòðèðóåò îäíó èç ãëàâíûõ èäåé ìàòåìàòèêè 20 âåêà:
òîïîëîãè÷åñêè ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèé óäîáíî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ òåíçîðíûõ
ïîëåé íà íèõ, èëè, áîëåå îáùå, ñå÷åíèé âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà ìíîãîîáðàçèÿõ.

7.2. Ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ è êîãîìîëîãèè. Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
f : M → N ïîðîæäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ ãëàäêèõ ôóíêöèé
f ∗ : E0(N)→ E0(M), êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ôóíêöèè a : N → R ôóíêöèþ f ∗(a) = af .

M
f−−−→ Nyg

R
Ñîãëàñíî ðàçäåëó 2.4 ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → N ïîðîæäàþò òàêæå ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå ñå÷åíèé êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé df : TM → TN . Ñîãëàñíî íàøèì
îïðåäåëåíèÿì ëèíåéíûå ôîðìû íà ñå÷åíèÿõ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ñå÷åíèÿìè êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, òî åñòü 1-äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè.

TM
df−−−→ TNyω

R
Îòîáðàæåíèå df : TM → TN ïîðîæäàåò, òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
f ∗ : E1(N)→ E1(M) ôîðìóëîé f ∗(ω) = ω(df).

Îïðåäåëèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f ∗ : Ek(N) → Ek(M) âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè, ñ÷èòàÿ, ÷òî â ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ îíî óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

f ∗(as1...skdy
s1 ∧ · · · ∧ dysk) = f ∗(as1...sk)f

∗(dys1) ∧ · · · ∧ f ∗(dysk).
Çàäà÷à 7.3. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð f ∗ íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàò.

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà f ∗(ω) íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îáðàçîì ôîðìû ω ïðè
îòîáðàæåíèè f .
Çàäà÷à 7.4. Ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå M ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ N è åãî
òàâòîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå f : M → N . Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòíûé îáðàç f ∗(ω)
äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω ∈ Ek(N) ñîâïàäàåò ñ åå îãðàíè÷åíèåì ω|M ∈ Ek(M).

4Ñ.Ì.Íàòàíçîí "Ââåäåíèå â ïó÷êè, ðàññëîåíèÿ è êëàññû ×åðíà" ÌÖÍÌÎ, Ì., 2010, Òåîðåìà 7.2
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Êàê ìû óæå çíàåì, íà ïðîñòðàíñòâàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì äåéñòâóåò
ëèíåéíûé îïåðàòîð d : Ek(M)→ Ek+1(M)

Ëåììà 7.2. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû d è f ∗ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì df ∗ = f ∗d.

Proof. Óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ëîêàëüíîå ñâîéñòâî, ïîýòîìó åãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
äëÿ êîîðäèíàòíûõ îêðåñòíîñòåé ìíîãîîáðàçèé M è N . Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî M è N íàäåëåíû êîîðäèíàòíûìè ñèñòåìàìè M ⊂ Rm = {x},
N ⊂ Rn = {y}. Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå îòîáðàæåíèå f èìååò âèä
ys = f s(x) (s = 1, . . . , n).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ôóíêöèé a (ò.å. äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì
íóëåâîé ñòåïåíè). Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

f ∗(da) = f ∗(
∂a

∂yj
dyj) =

∂a

∂yj
f ∗(dyj) =

∂a

∂yj
∂f j

∂xi
dxi

è f ∗(a)(x) = a(f(x)), îòêóäà

d(f ∗(a)) = d(a(y(x))) =
∂a

∂yj
∂f j

∂xi
dxi.

Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ôóíêöèè ys = f s(x), íàõîäèì
f ∗(dys) = d(f s(x)) = ∂fs

∂xi
dxi, îòêóäà

d(f ∗(dys)) = d(
∂f s

∂xi
dxi) =

∂2f s

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi = 0.

Ñîãëàñíî ïðàâèëó Ëåéáíèöà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

d
(
f ∗(dys1) ∧ · · · ∧ f ∗(dysk)

)
= 0

è
d
(
f ∗(as1...skdy

s1 ∧ · · · ∧ dysk)
)

= d
(
f ∗(as1...sk)f

∗(dys1 ∧ · · · ∧ dysk)
)

=

d
(
f ∗(as1...sk)

)
∧ f ∗(dys1 ∧ · · · ∧ dysk) + f ∗(as1...sk) ∧ d

(
f ∗(dys1) ∧ · · · ∧ f ∗(dysk)

)
=

df ∗(as1...sk) ∧ f ∗(dys1 ∧ · · · ∧ dysk).
C äðóãîé ñòîðîíû,

d
(
as1...skdy

s1 ∧ · · · ∧ dysk
)

= das1...sk ∧ dys1 ∧ · · · ∧ dysk

îòêóäà

f ∗
(
d
(
as1...skdy

s1 ∧ · · · ∧ dysk)
)

= f ∗(das1...sk) ∧ f ∗(dys1 ∧ · · · ∧ dysk) =

df ∗(as1...sk) ∧ f ∗(dys1 ∧ · · · ∧ dysk).
�

Òåîðåìà 7.2. Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → N ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì ãðóïï
êîãîìîëîãèé f ∗ : Hk(N,R)→ Hk(M,R).
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Proof. Êàê ìû óæå âèäåëè, ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → N ïîðîæäàþò
ãîìîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ äèôôåðåíöèàëüíûõ k-ôîðì f ∗ : Ek(N) → Ek(M).
Ñîãëàñíî ëåììå 7.2, åñëè ω ∈ Zk(N), òî df ∗(ω) = f ∗d(ω) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

f ∗(Zk(N)) ⊂ Zk(M).

Àíàëîãè÷íî, åñëè ω ∈ Bk(N), òî ω = dη, ãäå η ∈ Ek−1(N). Ïîýòîìó
f ∗(ω) = f ∗dη = d(f ∗η), ãäå f ∗η ∈ Ek−1(M). Òàêèì îáðàçîì,

f ∗(Bk(N)) ⊂ Bk(M).

Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
f ∗ : Ek(N) → Ek(M) ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
f ∗ : Zk(N)/Bk(N)→ Zk(M)/Bk(M), òî åñòü

f ∗ : Hk(N,R)→ Hk(M,R).

�
Çàäà÷à 7.5. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå f ∗ : Hk(N,R) → Hk(M,R)
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö êîãîìîëîãèé. Òî åñòü ïåðåâîäèò
âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå êîãîìîëîãèé âî âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå èõ îáðàçîâ.
Çàäà÷à 7.6. Ðàññìîòðèì ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ f : M → N è g : N → K.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîðîæäåííûå èìè ãîìîìîðôèçìû êîãîìîëîãèé óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèþ (gf)∗ = f ∗g∗.

Òàêèì îáðàçîì, êîãîìîëîãèè äå Ðàìà îáðàçóþò êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç
êàòåãîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé â êàòåãîðèþ ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð.

7.3. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü êîãîìîëîãèé äå Ðàìà. Äâà ãëàäêèõ
îòîáðàæåíèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé f0 : M → N è f1 : M → N íàçûâàþòñÿ
ãëàäêî ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F : M × [0, 1] → N
(íàçûâàåìîå ãîìîòîïèåé) òàêîå, ÷òî F (x, 0) = f0 è F (x, 1) = f1. Â ýòîì
ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî ãëàäêî ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ ïîðîæäàþò îäèíàêîâûå
ãîìîìîðôèçìû ïðîñòðàíñòâ êîãîìîëîãèé.

Ñíà÷àëà ìû èçó÷èì êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íà
ìíîãîîáðàçèÿõ M è M × [0, 1].
Çàäà÷à 7.7. Äîêàæèòå ÷òî êàæäàÿ ôîðìà

Ω ∈ En(M × [0, 1])

ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó
Ω = ωn−1(t) ∧ dt+ ωn(t),

ãäå t � êîîðäèíàòà íà [0, 1] è ωn−1(t) ∈ En−1(M), ωn(t) ∈ En(M) ïðè êàæäîì t ∈ [0, 1].
Â ëîêàëüíîé êàðòå ýòè äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû èìåþò âèä

ωn−1 = ai1...in−1(x, t)dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1 ; ωn = bi1...in(x, t)dxi1 ∧ · · · ∧ dxin .
(çäåñü è â äàëüíåéøåì ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî èíäåêñàì i1 < · · · < in.)

Ïîëîæèì

DΩ =

1∫

0

ωn−1dt =
( 1∫

0

ai1...in−1(x, t)dt
)
∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1 .

41



(Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà DΩ çàâèñèò òîëüêî îò ωn−1.)
×åðåç Γc ∈ En(M) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ îãðàíè÷åíèå ôîðìû Γ ∈ En(M × [0, 1])
(íàïðèìåð Ω èëè ωn) íà ïîäìíîæåñòâî Mc = M × c ⊂M × [0, 1].

Çàäà÷à 7.8. Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâèå Ω 7→ DΩ ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ D : En(M × [0, 1])→ En−1(M).

Ëåììà 7.3. Ïóñòü Ω ∈ En(M × [0, 1]). Òîãäà DdΩ− dDΩ = (−1)n
(

Ω1 − Ω2

)
.

Proof. Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, Ω = ωn−1 ∧ dt+ ωn è

dDΩ = d
( 1∫

0

ai1...in−1(x, t)dt
)
dxi1∧· · ·∧dxin−1 =

( 1∫

0

∂ai1...in−1(x, t)

∂xi
dt
)
dxi∧dxi1∧· · ·∧dxin−1 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

D(dωn−1 ∧ dt) = D
(∂ai1...in−1(x, t)

∂xi
dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1 ∧ dt

)
=

( 1∫

0

∂ai1...in−1(x, t)

∂xi
dt
)
dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin−1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, D(dωn−1 ∧ dt) = dDΩ.
Òàêèì îáðàçîì,

DdΩ− dDΩ = Dd(ωn−1 ∧ dt+ ωn)− dDΩ = D(dωn−1 ∧ dt+ dωn)− dDΩ =

= Ddωn = D
(∂bi1...in

∂xi
dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin +

∂bi1...in
∂t

dt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxin
)

=

= (−1)nD
(∂bi1...in

∂t
dxi1 ∧ · · · ∧ dxin ∧ dt

)
= (−1)n

( 1∫

0

∂bi1...in
∂t

(x, t)dt
)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxin =

= (−1)n
(
bi1...in(x, 1)− bi1...in(x, 0)

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxin = (−1)n

(
(ωn)1 − (ωn)0

)
.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê òî÷êàì ìíîæåñòâà Mc íå ñîäåðæèò âåêòîðîâ ∂
∂t
.

Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà dt ðàâíà 0 íà Mc. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî
Ω = ωn−1 ∧ dt+ ωn âëå÷åò

(ωn)1 − (ωn)0 = (Ω)1 − (Ω)0.

�
Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ f0 : M → N è f1 : M → N
ãëàäêî ãîìîòîïíû. Òîãäà ïîðîæäåííûå èìè îòîáðàæåíèÿ êîëåö ãîìîëîãèé
f ∗0 : H∗(N,R)→ H∗(M,R) è f ∗1 : H∗(N,R)→ H∗(M,R) ñîâïàäàþò.
Proof. Ïóñòü F : M × [0, 1] → N � ãîìîòîïèÿ ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè f0 è f1.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω ∈ En(N) è ïîëîæèì Ω = F ∗ω. Òîãäà,
ñîãëàñíî çàäà÷å 7.4, èìååì f ∗1 (ω) = Ω1, f ∗0 (ω) = Ω0 è, ñîãëàñíî ëåììå 7.3, èìååì

f ∗1 (ω)− f ∗0 (ω) = Ω1 − Ω0 = (−1)n(DdΩ− dDΩ) = (−1)n(Dd(F ∗ω)− dD(F ∗ω)).

Ïóñòü ω � çàìêíóòàÿ ôîðìà. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 7.2, dF ∗(ω) = F ∗d(ω) = 0 è
çíà÷èò

f ∗1 (ω)− f ∗0 (ω) = (−1)n+1dD(F ∗ω).
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Òàêèì îáðàçîì, çàìêíóòûå ôîðìû f ∗1 (ω) è f ∗0 (ω) îòëè÷àþòñÿ íà òî÷íóþ ôîðìó è,
ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå êëàññ êîãîìîëîãèé. �

Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ M è N íàçûâàþòñÿ ãëàäêî ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ f : M → N è g : N → M
òàêèå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ gf : M → M è fg : N → N ãîìîòîïíû òîæäåñòâåííûì
îòîáðàæåíèÿì 1M : M →M è 1N : N → N

Çàäà÷à 7.9. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rk è äèñê
Dk = {x ∈ Rk||x| < 1} ãëàäêî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òî÷êå.

Ñëåäñòâèå 7.1. Ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò èçîìîðôíûå
ãðóïïû êîãîìîëîãèé.

Proof. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ f : M → N è g : N → M ðåàëèçóþùèå
ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîãîîáðàçèé M è N . Ðàññìîòðèì ïîðîæäåííûå
èìè ãîìîìîðôèçìû êîëåö f ∗ : H∗(N,R)→ H∗(M,R) è g∗ : H∗(M,R)→ H∗(N,R).

Ñîãëàñíî çàäà÷å 7.6 è òåîðåìå 7.3, îòîáðàæåíèÿ g∗f ∗ = (fg)∗ = (1M)∗ è
f ∗g∗ = (gf)∗ = (1N)∗ ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè íà ñåáÿ êîëåö
H∗(M,R) è H∗(N,R). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèÿ g∗ è f ∗ âçàèìíî îáðàòíû è
ðåàëèçóþò èçîìîðôèçì ìåæäó êîëüöàìè H∗(N,R) è H∗(N,R). �

Ñëåäñòâèå 7.2. (ëåììà Ïóàíêàðå). Âñå çàìêíóòûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íà
äèñêå Dk òî÷íû.

Proof. Ñîïîñòàâëÿÿ ñëåäñòâèå 7.1 è çàäà÷è 7.2 7.9, íàõîäèì, ÷òî Hn(Dk,R) = 0 ïðè
n > 0. �

7.4. Òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàì ïîíàäîáèòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ëåììà,
ñâÿçàííàÿ ñ òî÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Ýòîò ðàçäåë ìàòåìàòèêè íàçûâàåòñÿ
"ãîìîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà".

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

A
h→ B

l→ C

òî÷íà â ÷ëåíå B, åñëè Im(g) = Ker(h). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ,

· · · → Di → Di+1 → Di+2 → . . . ,

òî÷íàÿ â êàæäîì ÷ëåíå, íàçûâàåòñÿ òî÷íîé.
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Òåîðåìà 7.4. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó (∗) ãîìîìîðôèçìîâ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

0 0 0 0 0y
y

y
y

y
0 −−−→ A α−−−→ A0 α0−−−→ A1 α1−−−→ A2 α2−−−→ . . .An αn−−−→yh

yh0

yh1

yh2

yhn
0 −−−→ B β−−−→ B0 β0−−−→ B1 β1−−−→ B2 β2−−−→ . . .Bn βn−−−→yl

yl0
yl1

yl2
yln

0 −−−→ C γ−−−→ C0 γ0−−−→ C1 γ1−−−→ C2 γ2−−−→ . . . Cn γn−−−→y
y

y
y

y
0 0 0 0 0

âñå ñòîëáöû êîòîðîé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, òî÷íû, à ñòðîêè óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì

α0α = αi+1αi = β0β = βi+1βi = γ0γ = γi+1γi = 0.

Òîãäà äèàãðàììà (∗) ïîðîæäàåò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ (∗∗)

0→ H0(A)
h̃0→ H0(B)

l̃0→ H0(C) δ̃0→ H1(A)
h̃1→ H1(B)

l̃1→ H1(C) δ̃1→ H2(A)
h̃2→ ...,

ãäå
H0(A) = Ker(α0), Hn(A) = Ker(αn)/Im(αn−1)

H0(B) = Ker(β0), Hn(B) = Ker(βn)/Im(βn−1)

H0(C) = Ker(γ0), Hn(C) = Ker(γn)/Im(γn−1).

Proof. Ðàññìîòðèì c ∈ Ker(γn). Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ Bn
òàêîé, ÷òî ln(b) = c. Ïîëîæèì b′ = βnb. Òîãäà, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû,
ln+1b

′ = ln+1(βnb) = γn(lnb) = γn(c) = 0. Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
a ∈ An+1 òàêîé, ÷òî hn+1(a) = b′. Áîëåå òîãî, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû,
hn+2(αn+1a) = βn+1(hn+1a) = βn+1b

′ = βn+1βnb = 0. Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî α̃n+1a = 0, òî åñòü a ∈ Ker(α̃n+1).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñîïîñòàâèëè ýëåìåíòó c ∈ Ker(γn) íåêîòîðûé ýëåìåíò
a ∈ Ker(α̃n+1). Íàøà êîíñòðóêöèÿ, îäíàêî, íå îäíîçíà÷íà, ïîñêîëüêó ýëåìåíò b ∈ Bn
ñî ñâîéñòâîì ln(b) = c íå åäèíñòâåííûé. Ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò ñ ýòèì ñâîéñòâîì
îòëè÷àåòñÿ îò âûáðàííîãî íàìè ýëåìåíòà b íà ýëåìåíò b0 ∈ Bn ñî ñâîéñòâîì ln(b0) = 0.
Ñîãëàñíî íàøåé êîíñòðóêöèè, çàìåíà b íà b+b0 ìåíÿåò a íà a+a1, ãäå a1 = h−1

n+1βnb0.
C äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà, b0 = hna0, ãäå a0 ∈ An. Òàêèì
îáðàçîì, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû, a1 = h−1

n+1βnhna0 = αna0 ∈ Im(αn).
Ñëåäîâàòåëüíî, a è a + a1 ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò â Hn+1(A). Òî åñòü
ïîñòðîåííîå ñîîòâåòñòâèå c 7→ a äàåò ãîìîìîðôèçì δ̃n : Ker(γn)→ Hn+1(A).

Ïóñòü òåïåðü c̃ ∈ Im(γn−1), òî åñòü c̃ = γn−1c
′ äëÿ íåêîòîðîãî c′ ∈ Cn−1.

Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b′ ∈ Bn−1 òàêîé, ÷òî ln−1(b′) = c′.
Ïîëîæèì b′0 = βn−1b

′. Ââèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû lnb
′
0 = c̃. Ñëåäîâàòåëüíî,
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δ̃n(c̃) = h−1
n+1βnβn−1b

′ = 0, â âèäó βnβn−1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå â íà÷àëå
äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâèå c 7→ a ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì δ̃n : Hn(C)→ Hn+1(A).

Äèàãðàììà êîììóòàòèâíà è, ñëåäîâàòåëüíî, βnhn = hn+1αn. Ïîýòîìó
hn(Ker(αn)) ⊂ Ker(βn) è hn(Im(αn−1)) ⊂ Im(βn−1). Òàêèì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçì
hn ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì h̃n : Hn(A) → Hn(B). Àíàëîãè÷íî ãîìîìîðôèçì ln
ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì l̃n : Hn(B)→ Hn(C).

Ìû ïîñòðîèëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (∗∗). Äîêàæåì òåïåðü å¼ òî÷íîñòü. Íà÷íåì ñ
òî÷íîñòè â ÷ëåíå Hn(B). Ðàâåíñòâî lnhn = 1 âëå÷åò l̃nh̃n = 1. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî
ëþáîé ýëåìåíò b̃ ∈ Ker(l̃n) ïðèíàäëåæèò Im(h̃n). Ïî îïðåäåëåíèþ b̃ = b + Im(β̃n−1),
ãäå βn(b) = 0 è ln(b) = γn−1(c′), c′ ∈ Cn−1. Â âèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà, c′ = ln−1(b′), ãäå
b′ ∈ Bn−1. Ïîëîæèì b” = βn−1(b′). Ýëåìåíò b̄ = b − b” òîæå ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò
b̃, ïðè÷åì, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû, ln(b̄) = 0. Ïîýòîìó, â âèäó òî÷íîñòè
ñòîëáöà, b̄ = hn(a), ãäå a ∈ An. Áîëåå òîãî αn(a) = 0, â âèäó βn(b̄) = βn(b) = 0 è
êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êëàññ ã ∈ Hn(A) â êîòîðîì ëåæèò
a ïåðåõîäèò â b̃ ïîä äåéñòâèåì l̃n.

Äîêàæåì òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (∗∗) â ÷ëåíå Hn(A). Ðàññìîòðèì
c̃ ∈ Hn−1(C) è ýëåìåíò c ∈ Ker(γn−1), ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ c̃. Â âèäó òî÷íîñòè
ñòîëáöà, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ Bn−1 òàêîé ÷òî ln−1(b) = c. C äðóãîé ñòîðîíû,
ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, ýëåìåíò βn−1(b) ∈ Im(βn−1) ïðåäñòàâëÿåò êëàññ
h̃nδ̃n−1(c̃). Òàêèì îáðàçîì, ýòîò êëàññ ðàâåí 0 ∈ Hn(B).

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ã ∈ Ker(h̃n) ïðèíàäëåæèò Im(δ̃n−1). Ïî
îïðåäåëåíèþ ã = a + Im(α̃n−1), ãäå αn(a) = 0 è hn(a) = βn−1(b), b ∈ Bn−1.
Ðàññìîòðèì c = ln−1(b). Òîãäà, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû è òî÷íîñòè
ñòîëáöà, γn−1c = lnβn−1b = lnhna = 0. Òàêèì îáðàçîì, c ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðûé
êëàññ c̃ ∈ Hn−1(C). C äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî íàøåìó îïðåäåëåíèþ, δ̃n−1(c̃) = ã.

Äîêàæåì òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (∗∗) â ÷ëåíå Hn(C). Ðàññìîòðèì b̃ ∈ Hn(B)

è ýëåìåíò b ∈ Ker(βn), ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ b̃. Òîãäà, ñîãëàñíî íàøèì
îïðåäåëåíèÿì, ýëåìåíò h−1

n+1βnl
−1
n ln(b) = h−1

n+1βn(b) = 0 ïðåäñòàâëÿåò êëàññ δ̃nl̃n(b̃).
Òàêèì îáðàçîì, δ̃nl̃n = 0.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò c̃ ∈ Ker(δ̃n) ïðèíàäëåæèò Im(l̃n).
Ðàññìîòðèì ýëåìåíò c ∈ Ker(γn), ïðåäñòàâëÿþùèé êëàññ c̃. Óñëîâèå δ̃n(c̃) = 0
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå b ∈ Bn è a ∈ An, ÷òî ln(b) = c è hn+1αn(a) = βn(b).
Ïîëîæèì b̄ = b − hn(a). Òîãäà, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû, βn(b̄) = 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, b̄ ïîðîæäàåò íåêîòîðûé ýëåìåíò èç b̃ ∈ Hn(B). C äðóãîé ñòîðîíû,
ln(b̄) = ln(b) = c âèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà. Òàêèì îáðàçîì, l̃n(b̄) = c̃. �

7.5. Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà. Â ýòîì
ðàçäåëå ìû íàéäåì ôîðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ íàõîäèòü êîãîìîëîãèè îáúåäèíåíèÿ
äâóõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ÷åðåç êîãîìîëîãèè êàæäîãî èç íèõ è êîãîìîëîãèè èõ
ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïóñòü êîìïàêòíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèåM ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâM = M1

⋃
M2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̃ = M1

∐
M2 èõ íåñâÿçíîå

îáúåäèíåíèå.
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Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå h : M̃ →M ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì

hn : En(M)→ En(M̃) = En(M1)⊕ En(M2).

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçìû îãðàíè÷åíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì

lin : En(M1)⊕ En(M2)→ En(Mi)→ En(M1 ∩M2)

è èõ ðàçíîñòü

ln = l2n − l1n : En(M1)⊕ En(M2)→ En(M1 ∩M2).

Ìû ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

0→ En(M)
hn→ En(M1)⊕ En(M2)

ln→ En(M1 ∩M2)→ 0,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êîðîòêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ìàéåðà-Âüåòîðèñà.

Ëåììà 7.4. Êîðîòêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà òî÷íà.

Proof. Ïóñòü ω ∈ En(M). Òîãäà hn(ω) � ýòî ñóììà îãðàíè÷åíèé ôîðìû ω íàM1 èM2.
Ñëåäîâàòåëüíî, hn(ω) 6= 0, åñëè ω 6= 0. À ýòî è îçíà÷àåò òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
â ÷ëåíå En(M).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî E , ñîñòîÿùåå èç äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì
ω1 ⊕ ω2 ∈ En(M1)⊕ En(M2) òàêèõ ÷òî ω1|M1∩M2 = ω2|M1∩M2 . Òîãäà hn(En(M)) = E . Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ln(ω) � ýòî ðàçíîñòü îãðàíè÷åíèé ôîðìû ω ∈ En(M1) ⊕ En(M2) íà
M1 è M2. Òàêèì îáðàçîì, ln(E) = 0. À ýòî è îçíà÷àåò òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
â ÷ëåíå En(M1)⊕ En(M2).

Òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ÷ëåíå En(M1 ∩ M2) îçíà÷àåò ñþðúåêòèâíîñòü
ãîìîìîðôèçìà ln. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó
ν ∈ En(M1 ∩ M2). Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå åäèíèöû (ρ1, ρ2), ïîä÷èíåííîå
ïîêðûòèþ (M1,M2) ìíîãîîáðàçèÿ M (ëåììà 5.1). Äðóãèìè ñëîâàìè, ρi � ýòî
íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè íà M ñ íîñèòåëÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè Mi, òàêèìè, ÷òî
ρ1 + ρ2 = 1. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñå÷åíèÿ νi = ρ3−iν. Òîãäà νi ∈ En(Mi) è
ln((−ν1)⊕ (ν2)) = ν1 + ν2 = ν. �

Òåîðåìà 7.5. Êîðîòêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà ïîðîæäàåò
òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîëîãèé

0→ H0(M,R)
h̃0→ H0(M1,R)⊕H0(M2,R)

l̃0→ H0(M1 ∩M2,R)
δ̃0→ H1(M,R)

h̃1→

H1(M1,R)⊕H1(M2,R)
l̃1→ H1(M1 ∩M2,R)

δ̃1→ H2(M,R)...,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äëèííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ìàéåðà-Âüåòîðèñà
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Proof. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
0 0 0 0y

y
y

y
0 −−−→ R in−−−→ E0(M)

d−−−→ E1(M)
d−−−→ . . . En(M)

d−−−→yid
yh0

yh1

yhn
0 −−−→ R in−−−→ ⊕

i=1,2

E0(Mi)
d−−−→ ⊕

i=1,2

E1(Mi)
d−−−→ · · · ⊕

i=1,2

En(Mi)
d−−−→

yid
yl0

yl1
yln

0 −−−→ R in−−−→ E0(M1 ∩M2)
d−−−→ E1(M1 ∩M2)

d−−−→ . . . En(M1 ∩M2)
d−−−→y

y
y

y
0 0 0 0

,

â êîòîðîé ”id” îçíà÷àåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, à ”in” � ãîìîìîðôèçì,
ñîïîñòàâëÿþùèé ÷èñëó ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ ñ ýòèì ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì. Ýòà
äèàãðàììà óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 7.4 ñîãëàñíî ëåììàì 7.4 è 5.3. Ïðèìåíåíèå ýòîé
òåîðåìû è äàåò íóæíîå óòâåðæäåíèå. �

Çàäà÷à 7.10. Ïóñòü ω ∈ Hn(M1 ∩ M2,R). Òîãäà δ̃n(ω) ∈ Hn+1(M,R) ÿâëÿåòñÿ
êîãîìîëîãè÷åñêèì êëàññîì ôîðìû ξ, ãäå ξ|M1 = −d(ρ2ω), ξ|M2 = d(ρ1ω) è (ρ1, ρ2) �
ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ (M1,M2) ìíîãîîáðàçèÿ M .

Âîò âàæíûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà-Âüåòîðèñà. Äëÿ
êðàòêîñòè ìû áóäåì ïèñàòü Hn(M) âìåñòî Hn(M,R).

Ëåììà 7.5. Êîãîìîëîãèè îêðóæíîñòè H1(S1) = R.

Proof. Ïðåäñòàâèì îêðóæíîñòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ èíòåðâàëîâ I1 è I2. Òîãäà,
ñîãëàñíî ëåììå 7.1, H0(S1) = H0(Ii) = R è H0(I1 ∩ I2) = R ⊕ R. Ñîãëàñíî ëåììå
Ïóàíêàðå, H1(Ii) = H1(I1 ∩ I2) = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëèííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Ìàéåðà-Âüåòîðèñà èìååò âèä

0→ R h0→ R⊕ R l0→ R⊕ R δ0→ H1(S1)
h1→ 0

l1→ 0.

Â âèäó òî÷íîñòè äëèííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, Ker(l0) = Im(h0) = R.
Ñëåäîâàòåëüíî, Im(l0) = R ⊕ R/R = R. Òàêèì îáðàçîì, Ker(δ0) = Im(l0) = R è
Im(δ0) = R⊕ R/R = R. Ñëåäîâàòåëüíî, H1(S1) = Ker(h1) = R. �

Òåîðåìà 7.6. Êîãîìîëîãèè ñôåðû Hn(Sk) = R ïðè n = 0, k è Hn(Sk) = 0 â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Proof. Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî k. Äëÿ k = 1 íóæíîå óòâåðæäåíèå óæå
äîêàçàíî. Ïóñòü íóæíîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ k < N . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
k = N > 1.

Ïðåäñòàâèì ñôåðó Sk â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ k − 1-ìåðíûõ äèñêîâ D1, D2,
ãîìîòîïíûõ òî÷êå è ñ ïåðåñå÷åíèåì D1 ∩ D2, ãîìîòîïíûì Sk−1. Ïî òåì æå
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ñîîáðàæåíèè, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 7.5, íà÷àëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà-
Âüåòîðèñà èìååò âèä

0→ R h0→ R⊕ R l0→ R δ0→ H1(Sk)
h1→ H1(D1)⊕H1(D2)

l1→ H1(D1 ∩D2) . . . .

Òàêèì îáðàçîì, Im(δ0) = 0, ïðè÷åì H1(D1) = H1(D2) = 0 ñîãëàñíî ëåììå
Ïóàíêàðå. Ïîýòîìó èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî H1(Sk) = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ó÷àñòîê

Hr−1(D1)⊕Hr−1(D2)
lr−1→ Hr−1(D1 ∩D2)

δr−1→ Hr(Sk)
hr→ Hr(D1)⊕Hr(D2).

Îí ýêâèâàëåíòåí
0
lr−1→ Hr−1(Sk−1)

δr−1→ Hr(Sk)
hr→ 0.

Îòêóäà Hr(Sk) = Hr−1(Sk−1). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Hr(Sk) = 0 ïðè r 6= k è Hr(Sk) = R ïðè r = k. �

7.6. Äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå. Äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå � ýòî âàæíîå
ñîîòíîøåíèå Ðàçìåðíîñòÿìè ïðîñòðàíñòâ êîãîìîëîãèé ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ
åãî îáîñíîâàíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî ëåìì.
Ëåììà 7.6. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà ω íà Sk òî÷íà, åñëè è òîëüêî åñëè

∫
Sk
ω = 0.

Proof. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6.1
∫
Sk
dη = 0. Ïîýòîìó ãîìîìîðôèçì ω 7→ ∫

Sk
ω

ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì Φ : Hk(M) → R. Ýòî îòîáðàæåíèå � ýïèìîðôèçì. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ãëàäêóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ f : Rk → R ñ
êîìïàêòíûì íåïóñòûì íîñèòåëåì, äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó fdx1 ∧ · · · ∧ dxk è å¼
îáðàç χ íà Sk ïðè êîìïàêòèôèêàöèè áåñêîíå÷íîé òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà Rk. Òîãäà
Φ(χ) = A > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìà χ íå òî÷íà è ïîðîæäàåò åäèíñòâåííûé,
ñîãëàñíî òåîðåìå 7.6, íåíóëåâîé êëàññ êîãîìîëîãèé èç Hk(M).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ω íå òî÷íà, òî ω = αχ + δ, ãäå α 6= 0 è δ � òî÷íàÿ ôîðìà.
Ñëåäîâàòåëüíî,

∫
Sk
ω = αA 6= 0. �

Ëåììà 7.7. Ïóñòü ω � ôèíèòíàÿ k-ôîðìà íà Rk, òàêàÿ, ÷òî
∫
Rk
ω = 0.

Ðàññìîòðèì øàð B ⊂ Rk, ñîäåðæàùèé çàìûêàíèå íîñèòåëÿ ôîðìû ω. Òîãäà
ω = dη, ãäå çàìûêàíèå íîñèòåëÿ ôîðìû η ñîäåðæèòñÿ â øàðå B.
Proof. Ðàññìîòðèì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå Ψ : Rk → Sk, ïåðåâîäÿùåå Rk \ B â òî÷êó
p ∈ Sk. Ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåíîñèò ôîðìó ω â äèôôåðåíöèàëüíóþ k-ôîðìó ω̃ íà
Sk òàêóþ, ÷òî

∫
Sk
ω̃ =

∫
Rk
ω = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìà ω̃ òî÷íà, ñîãëàñíî ëåììå 7.6,

òî åñòü ω̃ = dη̃. Ñîãëàñíî ëåììå 7.2 å¼ îáðàòíûé îáðàç îòíîñèòåëüíî Ψ èìååò âèä
ω = dη, ãäå η � îáðàòíûé îáðàç ôîðìû η̃. Ïðè ýòîì η = 0 íà Rk \B. �

Ëåììà 7.8. Ïóñòü M êîìïàêòíîå ãëàäêîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè k áåç ãðàíèöû. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà ω íà M òî÷íà, åñëè
è òîëüêî åñëè

∫
M

ω = 0.
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Proof. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6.1, åñëè ω � òî÷íàÿ ôîðìà íà M , òî
∫
M

ω = 0. Äîêàæåì,

÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ω � k-ôîðìà íà M è
∫
M

ω = 0, òî ôîðìà ω
òî÷íà.

Ïîêðîåì M êîíå÷íûì íàáîðîì ñòÿãèâàåìûõ îáëàñòåé M =
n⋃
k=1

Ui. Ðàññìîòðèì
ðàçáèåíèå åäèíèöû {ψi}, ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ U1 . . . , Un. Ïîëîæèì

ωi = ψiω , ai =

∫

M

ωi è a =
n∑

k=1

ai.

Òîãäà a =
n∑
k=1

ai =
n∑
k=1

∫
M

ωi =
∫
M

n∑
k=1

ωi =
∫
M

ω = 0

Âûáåðåì ñòÿãèâàåìóþ îáëàñòü U0 òàêóþ, ÷òî êàæäîå îáúåäèíåíèå U0 ∪ Ui
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñòÿãèâàåìîé îáëàñòè Vi. (Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, âçÿâ
äîñòàòî÷íî ìàëåíüêóþ îáëàñòü U0.) Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ èç äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 7.6, ïîñòðîèì ôèíèòíóþ k-ôîðìó ω0 ñ íîñèòåëåì â U0 òàêóþ, ÷òî

∫
U0

ω0 = 1.

Ðàññìîòðèì ôèíèòíûå ôîðìû ξi = ωr − aiω0 ñ íîñèòåëåì íà Vi. Òîãäà
∫
Vi

ξi = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 7.7, ξi|Vi = dη, ãäå η � ãëàäêàÿ (k-1) ôîðìà íà Vi,
ðàâíàÿ 0 íà ∂Vi. Ïðîäîëæèì η íóëåì äî ãëàäêîé ôîðìû η̃ íà M . Òîãäà ξi = dη̃ íà
M è, ñëåäîâàòåëüíî, ξi òî÷íà. Òàêèì îáðàçîì, ξ =

n∑
k=1

ξi � òîæå òî÷íàÿ ôîðìà. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ξ = ω − aω0 = ω. �

Òåîðåìà 7.7. Ñòàðøèå êîãîìîëîãèè êîìïàêòíîãî îðèåíòèðóåìîãî ãëàäêîãî k-
ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ áåç ãðàíèöû M îäíîìåðíû. Òî åñòü Hk(M,R) = R.
Proof. Ðàññìîòðèì ôîðìó ω0, ïîñòðîåííóþ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 7.8. Îíà
çàìêíóòà íà M , êàê è ëþáàÿ k-ôîðìà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ k-ôîðìó χ íà M
è å¼ èíòåãðàë A =

∫
M

χ ïîM . Ïîëîæèì ω = χ−Aω0. Òîãäà
∫
M

ω = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñîãëàñíî ëåììå 7.8, ω � òî÷íàÿ ôîðìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, χ = Aω0 − ω è,
ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìà χ ïðåäñòàâëÿåò òîò æå êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, ÷òî è Aω0. �

Ïðèìåð 7.1. Íàéäåì ïåðâûå êîãîìîëîãèè äâóìåðíîãî òîðà T = S1 × S1.
Ïðåäñòàâèì T â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ öèëèíäðîâ D1 è D2, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ

ñîñòîèò èç 2 êîëåö. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà-Âüåòîðèñà èìååò âèä

0→ H0(T )
h0→ H0(D1)⊕H0(D1)

l0→ H0(D1 ∩D2)
δ0→ H1(T ))

h1→ H1(D1)⊕H1(D2)
l1→ H1(D1 ∩D2)

δ1→ H2(T )
h2→ H2(D1)⊕H2(D2).

Ñîãëàñíî òåðåìå 7.7, îíà ýêâèâàëåíòíà

0→ R h0→ R⊕ R l0→ R⊕ R δ0→ H1(T )
h1→ R⊕ R l1→ R⊕ R δ0→ R h1→ 0,

îòêóäà
0→ R→ H1(T )→ R→ 0.

Òàêèì îáðàçîì, H1(T ) ∼= R⊕ R.
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Çàäà÷à 7.11. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ìàéåðà-Âüåòîðèñà è òåîðåìó 7.7, íàéòè
êîãîìîëîãèè âñåõ êîìïàêòíûõ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ïóñòü M � êîìïàêòíîå îðèåíòèðîâàííîå ãëàäêîå k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå áåç
ãðàíèöû è 0 < n < k. Çàäàäèì ñïàðèâàíèå ìåæäó äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè
ω1 ∈ En(M) è ω2 ∈ Ek−n(M) ôîðìóëîé

< ω1, ω2 > =

∫

M

ω1 ∧ ω2.

Ýòî ñïàðèâàíèå êîììóòàòèâíî ïðè ÷åòíîì n(k − n) è àíòèêîììóòàòèâíî, åñëè n è
k − n íå÷åòíû.

Îïðåäåëèì òåïåðü àíàëîãè÷íîå ñïàðèâàíèå ìåæäó êîãîìîëîãèÿìè. Ðàññìîòðèì
êëàññû êîãîìîëîãèé h1 ∈ Hn(M,R) è h2 ∈ Hk−n(M,R) è ïðåäñòàâëÿþùèå èõ
çàìêíóòûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ω1 ∈ En(M), ω2 ∈ Ek−n(M). Ïîëîæèì

(h1 , h2) =< ω1, ω2 > .

Äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òî åñòü íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå
ôîðì ω1 è ω2 íà êîãîìîëîãè÷íûå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå òî÷íûå
ôîðìû dα1 è dα2, ãäå α1 ∈ En−1(M), α2 ∈ Ek−n−1(M). Òîãäà
d(ω1 ∧ α2) = dω1 ∧ α2 + (−1)nω1 ∧ dα2 = (−1)nω1 ∧ dα2. Ñëåäîâàòåëüíî, ω1 ∧ dα2

� òî÷íàÿ ôîðìà è, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6.1,

< ω1, dα2 >=

∫

M

ω1 ∧ dα2 = 0.

Àíàëîãè÷íî, < ω2, dα1 >=< dα1, dα2 >= 0, îòêóäà
< ω1+dα1, ω2+dα2 >=< ω1, ω2 > + < ω1, dα2 > + < dα1, ω2 > + < dα1, dα2 >=< ω1, ω2 >.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåííîå íàìè ñïàðèâàíèå íà êîãîìîëîãèÿõ
íåâûðîæäåíî. Òî åñòü äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî h1 ∈ Hn(M,R) ñóùåñòâóåò
h2 ∈ Hk−n(M,R) òàêîå, ÷òî (h1 , h2) 6= 0. Îòñþäà, ðàçóìååòñÿ, ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî h2 ∈ Hk−n(M,R) ñóùåñòâóåò h1 ∈ Hn(M,R) òàêîå, ÷òî
(h1 , h2) 6= 0.

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòó òðóäíóþ òåîðåìó, íî ïðèâåäåì åå âàæíîå ñëåäñòâèå,
ïðîäîëæàþùóþ òåðåìó 7.7.

Òåîðåìà 7.8. (Äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå) Ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ êîãîìîëîãèé
êîìïàêòíîãî îðèåíòèðóåìîãî ãëàäêîãî k-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ áåç ãðàíèöû M
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì dimHn(M,R) = dimHk−n(M,R).

Proof. Ñîïîñòàâèì êëàññó h ∈ Hn(M,R) ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë lh : Hk−n(M,R)→ R,
ãäå lh(g) = (h, g). Ýòî ñîîòâåòñòâèå ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì â ñîïðÿæåííîå
ïðîñòðàíñòâî L : Hn(M,R) → (Hk−n(M,R))∗. Åñëè h ∈ Ker(L), òî
(h,Hk−n(M,R)) = 0 è h = 0 â âèäó íåâûðîæäåííîñòè ñïàðèâàíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, Ker(L) = 0, îòêóäà dimHn(M,R) ≤ dim(Hk−n(M,R))∗ = dimHk−n(M,R).
Àíàëîãè÷íî dimHk−n(M,R) ≤ dimHn(M,R). �
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8. Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ

8.1. Ðèìàíîâà ìåòðèêà. Ââåäåì òåïåðü íà ïðîèçâîëüíîì ãëàäêîì êîìïàêòíîì
ìíîãîîáðàçèè M ðàçìåðíîñòè r ñòðóêòóðó, ïîçâîëÿþùóþ èçìåðÿòü íà íåé äèíû
êðèâûõ, óãëû ìåæäó íèìè, îáú¼ìû è ä.ï. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ââåñòè
ñòðóêòóðó åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â èíôèíèòåçèìàëüíîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè
p ∈ M , òî åñòü íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tp. Ïðè÷åì ñäåëàòü ýòî òàê, ÷òîáû ýòà
ñòðóêòóðà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ìåíÿëàñü îò òî÷êè ê òî÷êå ãëàäêèì îáðàçîì.

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå äà¼òñÿ â òåðìèíàõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Ðàññìîòðèì
êâàäðàò êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ π∗ : T ∗M ⊗ T ∗M → M è åãî ãëàäêîå ñå÷åíèå
g̃. Òàêîå ñå÷åíèå g̃ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêî çàâèñÿùåå îò òî÷êè p ∈ M ñåìåéñòâî
áèêîâåêòîðîâ g̃p. Íà êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TpM ñå÷åíèå g̃ ïîðîæäàåò
áèëèíåéíóþ ôîðìó gp : TpM × TpM → R, ãäå gp(vp, wp) = g̃p(vp ⊗ wp). Îáúåäèíåíèå
áèëèíåéíûõ ôîðì g =

⋃
p∈M

gp îáðàçóåò ãëàäêîå ñåìåéñòâî áèëèíåéíûõ ôîðì íà

êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ TpM .
Ñåìåéñòâî áèëèíåéíûõ ôîðì g íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, åñëè íà êàæäîì

êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TpM áèëèíåéíàÿ ôîðìà gp ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé (òî
åñòü gp(v

′, v′′) = gp(v
′′, v′)) è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé (òî åñòü gp(v, v) > 0 ïðè

v 6= 0). Ìíîãîîáðàçèå M ñ âûáðàííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ôîðìîé íàçûâàåòñÿ
ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì.

Ðèìàíîâà ìåòðèêà g ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tp(M)
è êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî T ∗p (M) â êàæäîé òî÷êå p ∈ M . Äëÿ ýòîãî íàäî
ñîïîñòàâèòü âåêòîðó v ∈ Tp(M) ëèíåéíóþ ôîðìó l(w) = gp(w, v). Ýòà êîíñòðóêöèÿ
îòîæäåñòâëÿåò êàñàòåëüíîå T (M) è êîêàñàòåëüíîå T ∗(M) ðàññëîåíèå.
Çàäà÷à 8.1. Èñïîëüçóÿ ðàçáèåíèå åäèíèöû, äîêàæèòå, ÷òî íà êàæäîì
êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè ìîæíî çàäàòü ìíîãî ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð ðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ.
Ïðèìåð 8.1. Â ñòàíäàðòíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn = {(x1, . . . , xn)}
ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå g(x, y) =

n∑
i=1

xiyi çàäàåò ñòðóêòóðó ðèìàíîâà
ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïóñòü òåïåðü
ãëàäêîå r-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M âëîæåíî â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn, òî
åñòü M ⊂ Rn. Òîãäà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tp ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå
p ∈ M åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ r-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ â Rn, êàñàþùåéñÿ
ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êå p (ñì. ðàçäåë 2.1). Îãðàíè÷åíèå áèëèíåéíîé ôîðìû
g íà ãèïåðïëîñêîñòè Tp çàäàåò íà M ñòðóêòóðó ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Îíà
íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé, èíäóöèðîâàííîé âëîæåíèåì M → Rn.

Ïîñìîòðèì, êàê ñòðóêòóðà ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ îïèñûâàåòñÿ â ëîêàëüíîé
êàðòå. Ðàññìîòðèì ëîêàëüíóþ êàðòó (U,ϕ), ãäå ϕ : U → Rr = {(x1, . . . , xr)},
è ïåðåíåñåì ãîìåîìîðôèçìîì ϕ êîîðäèíàòû {(x1, . . . , xr)} íà U . Òîãäà âåêòîðà
( ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xr

) îáðàçóþò áàçèñ â êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tp(M) òî÷êè p ∈ U .
Â ëîêàëüíîé êàðòå (U,ϕ) áèêîâåêòîðíîå ïîëå g̃ èìååò âèä g̃ = gijdx

i⊗dxj. Çíà÷åíèå
ïîëÿ íà âåêòîðàõ v = vi ∂

∂xi
, w = wj ∂

∂xj
ðàâíî

g(v, w) = g(vi
∂

∂xi
, wj

∂

∂xj
) = gijv

iwj, ãäå gij = g
( ∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
.
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Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Ãðàììà gij = g
(
∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
öåëèêîì îïðåäåëÿåò ìåòðèêó íà

ëîêàëüíîé êàðòå.
Çàäà÷à 8.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè çàìåíå êîîðäèíàò x̃i = x̃i(x) ìàòðèöà Ãðàììà gij
ïåðåõîäèò â ìàòðèöó Ãðàììà g̃ij = gst

∂xs

∂x̃i
∂xt

∂x̃j

Ýòî ïîäñêàçûâàåò ñëåäóþùèé óäîáíûé äëÿ âû÷èñëåíèé ñïîñîá çàäàòü ðèìàíîâó
ìåòðèêó. Íàäî ïîêðûòü ìíîãîîáðàçèå M àòëàñîì êàðò {(Uα, ϕα)|α ∈ A} è
çàäàòü â êàæäîé îáëàñòè ϕα(Uα) ôóíêöèþ gαij(x) ñî çíà÷åíèÿìè â ñèììåòðè÷íûõ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèöàõ, ïðè÷åì òàê, ÷òîáû gβij = gβst

∂xs

∂x̃i
∂xt

∂x̃j
, ãäå

x̃ = ϕβ(ϕα)−1(x) ïðè x ∈ ϕα(Uα ∩ Uβ).
Ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ìíîãîîáðàçèè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äëèíó êðèâîé.

Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ êðèâóþ γ : [0, 1] → M . Â êàæäîé òî÷êå p = γ(t0)
îïðåäåëåí êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé ∂γ

dt
(t0). Äëèíà êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ðàâíà√

gγ(t0)(
∂γ
dt

(t0), ∂γ
dt

(t0)). Èíòåãðàë ýòîé äëèíû ïî êðèâîé

||γ|| =
1∫

0

√
gγ(t)

(∂γ
dt

(t),
∂γ

dt
(t)
)
dt.

íàçûâàåòñÿ äëèíîé êðèâîé.
Ïîñìîòðèì, êàê ýòî âûãëÿäèò â ëîêàëüíîé êàðòå (U,ϕ). Êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü

êðèâîé èìååò âèä γ(t) = (γ1(t), . . . , γr(t)). Êàñàòåëüíûå âåêòîð â òî÷êå p ⊂ M ðàâåí
∂γ
∂t

(t0) = ∂γi

∂t
(t0) ∂

∂xi
. Òàêèì îáðàçîì, äëèíà êðèâîé ðàâíà

||γ|| =
1∫

0

√
gij(t)

∂γi(t)

∂t

∂γj(t)

∂t
dt.

Çàäà÷à 8.3. Äîêàçàòü, ÷òî äëèíà êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì äëèí,
àïïðîêñèìèðóþùèõ å¼ ëîìàíûõ.

Óãîë ϕ ìåæäó êðèâûìè γ′ : [0, 1] → M , γ′′ : [0, 1] → M â îáùåé òî÷êå
γ′(0) = γ′′(0) = p îïðåäåëÿåòñÿ êàê óãîë ìåæäó èõ êàñàòåëüíûìè â ýòîé òî÷êå. Òî
åñòü

cos(ϕ) =
g(γ′p, γ

′′
p )√

g(γ′p, γ′p)g(γ′′p , γ′′p )
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà ïîäìíîæåñòâà N åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
Rr = {x1, . . . , xr} ñî ñòàíäàðòíûìè îðòîíîðìèðîâàííûìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè ìû
èíòåãðèðóåì ïî N äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó îáúåìà

∫
N

dx1 ∧ · · · ∧ dxr. Åñëè áàçèñ
íå îðòîíîðìèðîâàííûé è åãî ìàòðèöà Ãðàììà ðàâíà gij, òî îáúåì äàåòñÿ èíòåãðàëîì∫

N

√
det(gij)dx

1 ∧ · · · ∧ dxr.

Íà ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè M êàæäîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxM
íàäåëåíî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó
ω(x) =

√
det(gij)dx

1 ∧ · · · ∧ dxr, ãäå gij � ìàòðèöà Ãðàììà ýòîãî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ â áàçèñå dx1, . . . , dxr.
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Çàäà÷à 8.4. Äîêàæèòå, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ôîðìà ω íå çàâèñèò îò âûáîðà
ëîêàëüíîé êàðòû è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíà íà âñåì ìíîãîîáðàçèè M

Ôîðìà ω çàäàåò ôîðìó îáúåìà â ìàëîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè x ∈ M è
íàçûâàåòñÿ ôîðìîé îáúåìà íà M . Îíà ïîðîæäàåò îáúåì ëþáîé îðèåíòèðóåìîé
îáëàñòè N ⊂M ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ

V (N) =

∫

N

ω.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Rr ñî ñòàíäàðòíûì
áàçèñîì e1, . . . , er è ñîïðÿæåííûì åìó áàçèñîì l1, . . . , lr, ãäå li(ej) = δij. Òîãäà
áèêîâåêòîð

r∑
i=1

li ⊗ li ïîðîæäàåò ñòàíäàðòíóþ ìåòðèêó íà V , ãäå (aiei, b
jej) =

r∑
i=1

aibi.
ÏóñòüM ⊂ Rr � âëîæåííîå ìíîãîîáðàçèå. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå p ∈M
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rr.
Çàäà÷à 8.5. Äîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ìåòðèêè Rr íà ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà
çàäàåò íà M ñòðóêòóðó ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñ èçâåñòíûìè èç êëàññè÷åñêîãî
àíàëèçà äëèíàìè è îáúåìàìè.

8.2. Àëãåáðà âåêòîðíûõ ïîëåé. Âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè
M íàçûâàþòñÿ ãëàäêèå ñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèå π : TX → M . Ìíîæåñòâî
âåêòîðíûõ ïîëå îáðàçóåò áåñêîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
V = V(M). Áîëåå òîãî, îíè îáðàçóþò ìîäóëü íàä êîëüöîì ãëàäêèõ ôóíêöèé
F = F(M) íà M .

Çíà÷åíèå ñå÷åíèÿ V â òî÷êå p ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì Vp ∈ TpM . Ñîãëàñíî ðàçäåëó
2.2, âåêòîð Vp ïîðîæäàåò îïåðàòîð Ṽp : F → R, íàçûâàåìûé äèôôåðåíöèðîâàíèåì
â òî÷êå. Îí îïðåäåëÿåòñÿ êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå â òî÷êå p ïî íàïðàâëåíèþ ïóòè,
îòâå÷àþùåìó âåêòîðó Vp. Îïåðàòîð Ṽp ëèíååí, òî åñòü
(8) Ṽp(f + g) = Ṽp(f) + Ṽp(g); Ṽp(kf) = kṼp(f) äëÿ k ∈ R;

, è óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà
(9) Ṽp(fg) = Ṽp(f)g(p) + f(p)Ṽp(g).

Âåêòîðíîå ïîëå V ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå Ṽ : F → F , ñîïîñòàâëÿÿ ôóíêöèè
f ∈ F ôóíêöèþ Ṽ (f)(p) = Ṽp(f). Ñâîéñòâà (8), (9) ïåðåõîäÿò ïðè ýòîì â óñëîâèå
ëèíåéíîñòè
(10) Ṽ (f + g) = Ṽ (f) + Ṽ (g); Ṽ (kf) = kṼ (f) äëÿ k ∈ R;

è ïðàâèëî Ëåéáíèöà
(11) Ṽ (fg) = Ṽ (f)g + fṼ (g).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð Ṽ : F → F ,
óäîâëåòâîðÿþùèé ïðàâèëó Ëåéáíèöà (11). Òîãäà îïåðàòîð Ṽp(f) = Ṽ (f)(p) â
êàæäîé òî÷êå p óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (8), (9) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå
2.1, ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì âåêòîðîì Vp ∈ TpM . Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Ṽ
ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì âåêòîðíûì ïîëåì V = {Vp|p ∈M} . Ïîäâåäåì èòîã:
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Òåîðåìà 8.1. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû V : F → F , óäîâëåòâîðÿþùèå ïðàâèëó
Ëåéáíèöà (11), âçàèìíîîäíîçíà÷íî îòâå÷àþò âåêòîðíûì ïîëÿì íà M .

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ïîä âåêòîðíûì ïîëåì V ìû áóäåì ïîíèìàòü ëèíåéíûé
îïåðàòîð V : F → F , óäîâëåòâîðÿþùèé ïðàâèëó Ëåéáíèöà (11).
Çàäà÷à 8.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè f è âåêòîðíûõ ïîëåé V,W
âûïîëíÿåòñÿ V (fW ) = V (f)W + fVW

Ëåììà 8.1. Êîììóòàòîð [V,W ] = VW − WV : F → F âåêòîðíûõ ïîëåé
V,W : F → F òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì.
Proof. Îïåðàòîð ëèíååí, ïîñêîëüêó

[V,W ](f + g) = VW (f + g)−WV (f + g) =
(
VW (f)−WV (f)

)
+

(
VW (g)−WV (g)

)
= [V,W ](f) + [V,W ](g) è [V,W ](kf) = k[V,W ](f).

Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ïðàâèëó Ëåéáíèöà
VW (fg) = V

(
W (f)g + fW (g)

)
=

VW (f)g +W (f)V (g) + V (f)W (g) + fVW (g).

Ñëåäîâàòåëüíî,
[V,W ](fg) = VW (fg)−WV (fg) =

(
VW (f)g +W (f)V (g) + V (f)W (g) + fV W (g)

)−
(
WV (f)g + V (f)W (g) +W (f)V (g) + fWV (g)

)
=(

VW (f)g −WV (f)g
)

+
(
fV W (g)− fWV (g)

)
= [V,W ](f)g + f [V,W ](g).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð [V,W ] óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà. �

Òåîðåìà 8.2. Âåêòîðíûå ïîëÿ îáðàçóþò àëãåáðó Ëè îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ (V,W ) 7→ [V,W ]. Òî åñòü îïåðàöèÿ
êîììóòèðîâàíèÿ àíòèêîììóòàòèâíà è óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè
[[V,W ], U ] + [[W,U ], V ] + [[U, V ],W ] = 0.
Proof. Àíòèêîììóòàòèâíîñòü [V,W ] = −[W,V ] ñëåäóåò ñðàçó èç îïðåäåëåíèÿ
[V,W ] = VW −WV . Êðîìå òîãî,

[[V,W ], U ] = [(VW −WV ), U ] = VWU − UVW −WV U + UWV.

Àíàëîãè÷íî,
[[W,U ], V ] = WUV−VWU−V UW+WV U, [[U, V ],W ] = UVW−WUV−UWV+V UW.

Îòñþäà ñëåäóåò òîæäåñòâî ßêîáè [[V,W ], U ] + [[W,U ], V ] + [[U, V ],W ] = 0. �

Â ëîêàëüíîé êàðòå ϕ : U → Rr, ïîðîæäàþùåé êîîðäèíàòû {(x1, . . . , xr)} íà U ,
âåêòîðíîå ïîëå V çàïèñûâàåòñÿ â âèäå V (x) = vi(x) ∂

∂xi
. Â êîîðäèíàòàõ x̃j = x̃j(x)

ýòî æå âåêòîðíîå ïîëå V (x) = vi(x) ∂
∂xi

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå V (x̃) = ṽi(x̃) ∂
∂x̃i

, ãäå,
ñîãëàñíî ðàçäåëó 2.3,

(12) ṽj = vi
∂x̃j

∂xi
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàäàâàòü âåêòîðíîå ïîëå V , îïðåäåëÿÿ åãî â êàæäîé
êàðòå ñ êîîðäèíàòàìè {(x1, . . . , xr)} íåêîòîðîé ôîðìóëîé V (x) = vi(x) ∂

∂xi
, íî òàê,

54



÷òîáû ýòà ôîðìóëà áûëà ñâÿçàíà ñîîòíîøåíèåì (12) ñ ôîðìóëîé V (x̃) = ṽi(x̃) ∂
∂x̃i

ýòîãî ïîëÿ â êîîðäèíàòàõ {(x1, . . . , xr)} .

Çàäà÷à 8.7. Ïóñòü V è W � âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè M , è V èìååò
âèä V (x) = vi(x) ∂

∂xi
â êàæäîé ëîêàëüíîé êàðòå ñ êîîðäèíàòàìè x = {x1, . . . , xr}.

Äîêàæèòå, ÷òî îòâå÷àþùèå ýòèì êàðòàì íàáîðû âåêòîðîâ W (vi)(x) ∂
∂xi

íå
îáðàçóþò âåêòîðíîå ïîëå.

8.3. Àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü. Êàê ìû çíàåì, âåêòîðíîå ïîëå X ∈ V = V(M)
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé

X : F → F ,
ïåðåâîäÿùèé ôóíêöèþ f(p) â ôóíêöèþ X(f)(p) = Xp(f). Êîâàðèàíòíîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå � ýòî àíàëîã òàêîãî îïåðàòîðà íà ìíîæåñòâå âåêòîðíûõ ïîëåé.
Ìû òîæå òðåáóåì îò íåãî ëèíåéíîñòè è àíàëîãà ïðàâèëà Ëåéáíèöà.

Êîâàðèàíòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ V
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé â ñåáÿ

∇X : V → V
ñî ñâîéñòâàìè

∇X(V +W ) = ∇XV +∇XW ; ∇X(kV ) = k∇XV äëÿ k ∈ R;

∇X(fV ) = X(f)V + f∇XV äëÿ f ∈ F.
Äàëåå ìû óâèäèì,÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî îïåðàòîðîâ ∇X ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè.

Àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
∇, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó âåêòîðíîìó X ïîëþ íåêîòîðîå êîâàðèàíòíîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå ∇X ïî íàïðàâëåíèþ ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ òàê, ÷òî

∇fX+gY = f∇X + g∇Y .

Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ âåêòîðà âäîëü êðèâîé.

Ïîñìîòðèì, êàê àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü îïèñûâàåòñÿ â ëîêàëüíîé êàðòå (U,ϕ), ñ
êîîðäèíàòàìè {(x1, . . . , xr)}. Âåêòîðíûå ïîëÿ ∂

∂xi
, (i = 1, . . . , r) îáðàçóþò áàçèñ

ìíîæåñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé V(U) êàê ìîäóëÿ íàä ôóíêöèÿìè F(U).
Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ

V = vi
∂

∂xi
è W = wi

∂

∂xi
.

Òîãäà

∇VW = ∇vi ∂

∂xi

(
wj

∂

∂xj
)

= vi
∂wj

∂xi
∂

∂xj
+ viwj∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
.

Ïåðâûé ÷ëåí ñóììû � ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ âåêòîðíîãî ïîëÿ W
ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ V . Ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå íå ïðèâîäèò, ñîãëàñíî
çàäà÷å 8.7, ê âåêòîðíîìó ïîëþ. Âòîðîé ÷ëåí � ýòî êàê ðàç òà äîáàâêà, êîòîðàÿ
íóæíà, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåêòîðíîå ïîëå.
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Ðàçëîæåíèå ïî áàçèñíûì ïîëÿì äàåò

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
.

Ãëàäêèå ôóíêöèè Γkij íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè èëè ñèìâîëàìè
Êðèñòîôôåëÿ. (Îíè, ðàçóìååòñÿ, çàâèñÿò îò âûáîðà ëîêàëüíîé êàðòû.)

Çíàÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â êàðòå ñ êîîðäèíàòàìè x = {x1, . . . , xr}, ìû ìîæåì
íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ îäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî äðóãîìó âåêòîðíîìó
ïîëþ ïî ôîðìóëå

∇vi ∂
∂xi

(
wj

∂

∂xj
)

= vi
∂wj

∂xi
∂

∂xj
+ viwjΓkij

∂

∂xk
.

Òî åñòü
∇vi ∂

∂xi

(
wj

∂

∂xj
)

= Uk ∂

∂xk
, ãäå Uk = vi

(∂wk
∂xi

+ wjΓkij
)
.

Çàäà÷à 8.8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè çàìåíå êîîðäèíàò x̃α = x̃α(x) ñèìâîëû
Êðèñòîôôåëÿ ìåíÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

(13) Γ̃αβγ = Γikj
∂x̃α

∂xi
∂xk

∂x̃β
∂xj

∂x̃γ
+
∂x̃α

∂xi
∂2xi

∂x̃β∂x̃γ
.

Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì çàäàâàòü êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ∇, îïðåäåëÿÿ
åãî â êàæäîé êàðòå ñ êîîðäèíàòàìè {(x1, . . . , xr)} íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè Γikj(x),
íî òàê, ÷òîáû ýòè ôóíêöèè áûëè ñâÿçàíû ñ ôîðìóëîé (13) ïðè çàìåíå êîîðäèíàò
x̃α = x̃α(x).

8.4. Àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé. Ïóñòü ∇
è g � àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü è ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M .
Îíè íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëå X,Y, Z íà M
âûïîëíÿåòñÿ

1◦ ∇XY −∇YX = [X,Y ];

2◦ Zg(X, Y ) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ).

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ∇ � ýòî ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè
g. Ïåðâîå óñëîâèå, êàê ìû äàëüøå óâèäèì, îçíà÷àåò "ñèììåòðèþ" ñâÿçíîñòè.
Âòîðîå óñëîâèå � ýòî àíàëîã ïðàâèëà Ëåéáíèöà äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðèìàíîâîé
ìåòðèêè.

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå óñëîâèå âî âòîðîå, íàõîäèì,
Zg(X,Y ) = g(∇XZ − [X,Z], Y ) + g(X,∇ZY ) =

g(Y,∇XZ) + g(X,∇ZY ) + g(Y, [Z,X]).

Ïåðåñòàâëÿÿ ïîëÿ, íàõîäèì
Y g(Z,X) = g(X,∇ZY ) + g(Z,∇YX) + g(X, [Y, Z]),

Xg(Y, Z) = g(Z,∇YX) + g(Y,∇XZ) + g(Z, [X,Y ]).

Ñêëàäûâàÿ ïåðâûå äâà ñîîòíîøåíèÿ è âû÷èòàÿ òðåòüå, íàõîäèì
(14)
2g(X,∇ZY ) = Zg(X, Y )+Y g(Z,X)−Xg(Y, Z)+g(Y, [X,Z])+g(X, [Z, Y ])+g(Z, [X,Y ]).
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Òàêèì îáðàçîì, ðèìàíîâà ìåòðèêà g ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñîãëàñîâàííóþ ñ íåé
àôôèííóþ ñâÿçíîñòü ïî ôîðìóëå(14), åñëè òàêàÿ àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü ñóùåñòâóåò.
Ñóùåñòâîâàíèå íóæíîé ñâÿçíîñòè ñëåäóåò èç
Òåîðåìà 8.3. Îòîáðàæåíèå ∇Z : V → V, ïîñòðîåííîå ïî ðèìàíîâîé ìåòðèêå g
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (14), ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ, ñîãëàñîâàííîé ñ ýòîé
ìåòðèêîé.
Proof. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ∇Z � êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Óñëîâèå
∇Z(aX+bY ) = a∇ZX+b∇ZY , ãäå a, b ∈ R, ñëåäóþò èç áèëèíåéíîñòè ôîðìû g(X, Y ).

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî
Zg(X, fY ) = Z(fg(X, Y )) = Z(f)g(X, Y ) + fZg(X,Y )) = g(X,Z(f)Y ) + fZg(X, Y )).

Èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 8.6, íàõîäèì, ÷òî
g(X, [Z, fY ]) = g(X,Z(fY )− fY Z) = g(X,Z(f)Y + fZY − fY Z)

g(X,Z(f)Y + f [Z, Y ]) = g(X,Z(f)Y ) + g(X, f [Z, Y ]) = Z(f)g(X, Y ) + fg(X, [Z, Y ]).

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ è ôîðìóëó (14), íàõîäèì, ÷òî
2g(X,∇ZfY ) = Zg(X, fY )+fY g(Z,X)−Xg(fY, Z)+g(fY, [X,Z])+g(X, [Z, fY ])+g(Z, [X, fY ]) =

2fg(X,∇ZY ) + Z(f)g(X,Y )−X(f)g(Y, Z) + Z(f)g(X,Y ) +X(f)g(Z, Y ) =

2fg(X,∇ZY ) + 2Z(f)g(X, Y ) = 2g(X, f∇ZY ) + 2g(X,Z(f)Y ).

Îòêóäà ñëåäóåò "ïðàâèëî Ëåéáíèöà"
∇ZfY = f∇ZY + Z(f)Y.

Òàêèì îáðàçîì, ∇Z� êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñåìåéñòâî êîâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé ∇Z îáðàçóåò

àôôèííóþ ñâÿçíîñòü, òî åñòü ëèíåéíî ïî Z. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè ïî Z
ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (14).

Äîêàæåì, ÷òî àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü ∇Z ñîãëàñîâàíà ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé g, òî
åñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ 1◦ è 2◦. Óñëîâèå 1◦ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè
âû÷åñòü èç ñîîòíîøåíèÿ (14) ýòî æå ñîîòíîøåíèå ñ ïåðåñòàíîâêîé Y è Z
2g(X,∇ZY )−2g(X,∇YZ) =

(
Zg(X, Y )+Y g(Z,X)−Xg(Y, Z)

)−(Y g(X,Z)+Zg(Y,X)−Xg(Z, Y )
)
+

(
g(Y, [X,Z])+g(X, [Z, Y ])+g(Z, [X, Y ])

)−(g(Z, [X, Y ])+g(X, [Y, Z])+g(Y, [X,Z])
)

= 2g(X, [Z, Y ]).

Óñëîâèå 2◦ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ñëîæèòü (14) è ýòî æå ñîîòíîøåíèå ñ ïåðåñòàíîâêîé
X èY
2g(X,∇ZY )+2g(Y,∇ZX) =

(
Zg(X, Y )+Y g(Z,X)−Xg(Y, Z)

)
+
(
Zg(Y,X)+Xg(Z, Y )−Y g(X,Z)

)
+

(
g(Y, [X,Z])+g(X, [Z, Y ])+g(Z, [X, Y ])

)
+
(
g(X, [Y, Z])+g(Y, [Z,X])+g(Z, [Y,X])

)
= 2Zg(X,Y )

�

Äàäèì òåïåðü êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà. Çàôèêñèðóåì
ëîêàëüíóþ êàðòó è ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû {x1, . . . , xr}, êîòîðûå îíà ïîðîæäàåò.
Ïîëîæèì X = ∂

∂xi
, Y = ∂

∂xj
è Z = ∂

∂xk
.

Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì,

∇XY = ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
è g(X, Y ) = g(

∂

∂xi
,
∂

∂xj
) = gij.
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Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå

∇XY −∇YX = [X, Y ]

îçíà÷àåò, ÷òî

0 =
[ ∂
∂xi

,
∂

∂xj
]

= [X, Y ] = ∇XY −∇YX = Γkij
∂

∂xk
− Γkji

∂

∂xk
= (Γkij − Γkji)

∂

∂xk
.

Òî åñòü
Γkij = Γkji

Ñîîòíîøåíèå
Zg(X, Y ) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY )

îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ

Zg(X, Y ) =
∂

∂xk
g(

∂

∂xi
,
∂

∂xj
) =

∂gij
∂xk

ðàâíà

g(∇ZX,Y ) + g(X,∇ZY ) = g(Γlki
∂

∂xl
,
∂

∂xj
) + g(

∂

∂xi
,Γlkj

∂

∂xl
) = gljΓ

l
ki + gliΓ

l
kj.

Òî åñòü,
∂gij
∂xk

= gljΓ
l
ki + gliΓ

l
kj.

Ôîðìóëà (14)

2g(X,∇ZY ) = Zg(X, Y )+Y g(Z,X)−Xg(Y, Z)+g(Y, [X,Z])+g(X, [Z, Y ])+g(Z, [X,Y ])

äàåò ïðÿìîå îïèñàíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ÷åðåç ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû
ðèìàíîâîé ìåòðèêè gij. Îíà îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ

g(X,∇ZY ) = g(
∂

∂xi
,∇ ∂

∂xk

∂

∂xj
) = g

( ∂
∂xi

,Γlkj
∂

∂xl
)

= gilΓ
l
kj

ðàâíà
1

2

(
Zg(X, Y ) + Y g(Z,X)−Xg(Y, Z) + g(Y, [X,Z]) + g(X, [Z, Y ]) + g(Z, [X,Y ])

)
=

1

2

( ∂

∂xk
g(

∂

∂xi
,
∂

∂xj
) +

∂

∂xj
g(

∂

∂xk
,
∂

∂xi
)− ∂

∂xi
g(

∂

∂xj
,
∂

∂xk
)
)

=

1

2

(∂gij
∂xk

+
∂gki
∂xj
− ∂gkj

∂xi
)
.

Òî åñòü
Γlkj =

1

2
gil
(∂gij
∂xk

+
∂gki
∂xj
− ∂gkj

∂xi
)
.

Çàäà÷à 8.9. Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíîñòü Ëåâè-×åâèòà åâêëèäîâîé ìåòðèêè
íóëåâàÿ, òî åñòü ∇XY = 0 äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y .
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8.5. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, òåíçîð êðèâèçíû, ãåîäåçè÷åñêèå. Â êîíêðåòíûõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷àñòî âàæíî ñðàâíèòü êàñàòåëüíûå âåêòîðà â ðàçëè÷íûõ
òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ. Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðîâ. Íà ïðîèçâîëüíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî âäîëü êðèâûõ. Â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå ïîëå âåêòîðîâ íà êðèâîé ñîñòîèò èç ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðîâ, åñëè
âåêòîð ôóíêöèÿ, êîòîðóþ îíè ïîðîæäàþò ïîñòîÿííà, òî åñòü å¼ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü
êðèâîé ðàâíà 0. Íà ïðîèçâîëüíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ íàäî ïîñòóïàòü
àíàëîãè÷íî, íî ïðîèçâîäíóþ âäîëü êðèâîé ïîíèìàòü êàê êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ
ïî êàñàòåëüíîìó ïîëþ ê êðèâîé.

È òàê, ðàññìîòðèì ãëàäêóþ êðèâóþ γ : [0, 1] → W ⊂ M áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé
ñ íå îáðàùàþùèìñÿ â 0 ïîëåì êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ {At ∈ Tγ(t)|t ∈ [0, 1]} (òàêèå
êðèâûå íàçûâàþòñÿ íåâûðîæäåííûå). Ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå {Yt ∈ Tγ(t)|t ∈ [0, 1]}
íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì íà γ, åñëè

∇AtYt = 0 ïðè âñåõ t ∈ [0, 1].

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî âåêòîðà Yt ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíîñà âåêòîðà Y0 âäîëü êðèâîé γ.

Çàïèøåì ýòî óñëîâèå â êàðòå (W,ϕ) ñ êîîðäèíàòàìè {x1, . . . , xr}. Â ýòîé
êàðòå êðèâàÿ γ îïèñûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé γ(t) = (γ1(t), . . . , γr(t)). Ïîëå ïîëå
êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

At = γ̇i(t)
∂

∂xi
òî åñòü Atf =

df(γ(t))

dt
(t) =

∂f

∂xi
γ̇i(t).

Ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà γ èìååò âèä Yt = yj(t) ∂
∂xj
∈ Tγ(t). Åãî

êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïîëþ At ðàâíà

∇AtYt = ∇γ̇i(t) ∂
∂xi
yj(t)

∂

∂xj
= γ̇i(t)

(∂yk
∂xi

(t)+yj(t)Γkij(t)
) ∂

∂xk
=
(
γ̇i(t)

∂yk

∂xi
(t)+γ̇i(t)yj(t)Γkij(t)

) ∂

∂xk
.

Äðóãèìè ñëîâàìè

∇AtYt =
(
ẏk + γ̇i(t)yj(t)Γkij(t)

) ∂

∂xk
ãäå ẏk = γ̇i(t)

∂yk

∂xi
(t) =

dyk(t)

dt
.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïîëÿ Yt èìååò âèä
ẏk + γ̇i(t)yj(t)Γkij(t) = 0 äëÿ âñåõ k.

Çàäà÷à 8.10. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâîé γ ïîðîæäàåò
îáðàòèìûé ëèíåéíûé îïåðàòîð Hγ : TpM → TqM , ãäå p = γ(0), q = γ(1).
Äîêàæèòå, ÷òî Hγ � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, åñëè ïðîñòðàíñòâî M åâêëèäîâî.

Ïîñòðîåííûé îïåðàòîð TpM → TqM , âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò êðèâîé γ,
ñîåäèíÿþùåé òî÷êè p è q, äàæå åñëè p = q. Åñëè êîíòóð γ áåñêîíå÷íî ìàëåíüêèé,
òî îïåðàòîð TpM → TpM çàâèñèò î êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ A,B ∈ TpM â íà÷àëå
è êîíöå êîíòóðà. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå p ∈ M âîçíèêàåò ëèíåéíûé
îïåðàòîð RA,B : TpM → TpM . Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòîò îïåðàòîð âûðàæàåòñÿ
÷åðåç êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ôîðìóëå RA,B = ∇A∇B−∇B∇A−∇[A,B].
Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ îïåðàòîðîâ äëÿ âñåõ òî÷åê p ∈M îáðàçóåò ïîëå îïåðàòîðîâ,
íàçûâàåìîå òåíçîðîì êðèâèçíû.
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Çàìå÷àíèå 8.1. "Íà ïàëüöàõ" âèä îïåðàòîðà RA,B ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Îïåðàòîð RA,B ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê îáõîä ïî ïàðàëëåëîãðàììó
íàòÿíóòîìó íà èíôèíèòåçèìàëüíûå âåêòîðà vA è vB â íàïðàâëåíèÿõ A è B
èëè, áîëåå òî÷íî, êàê ðàçíîñòü ìåäó îáõîäàìè ïî ïàðàì ñòîðîí vAvB è vBvA. Â
ëîêàëüíîé êàðòå {x1, . . . , xr} äëÿ êîììóòèðóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé A = ∂

∂xi
è

B = ∂
∂xj

ýòà ðàçíîñòü îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ∇A∇B − ∇B∇A. Åñëè âåêòîðíûå
ïîëÿ A è B íå êîììóòèðóþò, òî ê ýòî ðàçíîñòè íàäî äîáàâèòü îïåðàòîð ∇[B,A].
Çàäà÷à 8.11. Äîêàæèòå òîæäåñòâà RX,YZ + RY,XZ = 0 è
RX,YZ +RZ,XY +RY,ZX = 0

Çàäà÷à 8.12. Äîêàæèòå, ÷òî åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì Hom(Ta, Ta) = Ta ⊗ T ∗a
ïðåâðàùàåò ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ RA,B â ãëàäêîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ TM⊗3⊗TM∗,
òî åñòü â òåíçîð R òèïà (3, 1).

Ïóñòü òåïåðü ∇ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ðèìàíîâîé ìåòðèêè g. Ðàññìîòðèì
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ X0, Y0 ∈ Tγ(0) âäîëü ãëàäêîé
íåâûðîæäåííîé êðèâîé γ : [0, 1] → M . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî âåêòîðîâ
Xt, Yt ∈ Tγ(t) íà êðèâîé γ. Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ ñâÿçíîñòè è ìåòðèêè äàåò

dg(Xt, Yt)

dt
= Atg(Xt, Yt) = g(∇AtXt, Yt) + g(Xt,∇AtYt) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñîõðàíÿåòñÿ
ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü γ.

Òåíçîð êðèâèçíû ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ðèìàíîâîé ìåòðèêè g ïîêàçûâàåò
íàñêîëüêî ìåòðèêà g îòëè÷àåòñÿ îò åâêëèäîâîé. Ñîãëàñíî çàäà÷å 8.10 òåíçîð
êðèâèçíû ðàâåí 0 äëÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âåðíî è
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî åâêëèäîâî, åñëè åãî òåíçîð
êðèâèçíû ðàâåí íóëþ.

Êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè ïîëå å¼ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ At = γ̇i ∂
∂xi

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðîâ íà γ. Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ýòî îçíà÷àåò,
÷òî

γ̈k + Γkij γ̇
iγ̇j = 0 äëÿ âñåõ t è k.

Åñëè ∇ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ðèìàíîâîé ìåòðèêè g, òî ãåîäåçè÷åñêèå � ýòî
êðèâûå, äëèíà êîòîðûõ â ìåòðèêå g ìåíüøå äëèí âñåõ áëèçêèõ êðèâûõ ñ òåìè æå
êîíöàìè.
Ïðèìåð 8.2. 1) Ãåîäåçè÷åñêèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî ïðÿìûå.

2) Ãåîäåçè÷åñêèå íà ñôåðå Sn−1 ⊂ Rn, � ýòî ñå÷åíèÿ ñôåðû ïëîñêîñòÿìè,
ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç öåíòð ñôåðû.
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