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8. ×èñëà Êàòàëàíà

Íàïîìíèì, ÷òî íåôîðìàëüíî n-ì ÷èñëîì Êàòàëàíà C(n) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî òðèàíãóëÿöèé
âûïóêëîãî (n+ 2)-óãîëüíèêà. Òàê, C(0) = C(1) = 1, C(2) = 2, C(3) = 5. . . .

8.1. Äîêàæèòå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà:

C(n) =
n−1∑
k=0

C(k)C(n− k − 1).

8.2. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-
ìè Êàòàëàíà (æåëàòåëüíî è ïîñòðîèòü áèåêöèþ, è îáúÿñíèòü, ïî÷åìó âûïîëíåíî
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå):
à) Ïóòè Äèêà: ïóòè èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (2n, 0), ñîñòàâëåííûå èç âåêòîðîâ

(1, 1) è (1,−1) è ëåæàùèå íå íèæå îñè àáñöèññ;
á) ×èñëî ïóòåé, íå çàõîäÿùèõ âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè, êîòîðûìè øàõìàòíóþ

ëàäüþ ìîæíî ïðîâåñòè èç ëåâîãî íèæíåãî â ïðàâûé âåðõíèé óãîë äîñêè
(n+ 1)× (n+ 1);

â) Ïðàâèëüíûå ñêîáî÷íûå ñòðóêòóðû: ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n îòêðûâàþùèõ
è n çàêðûâàþùèõ ñêîáîê, äëÿ êîòîðûõ ëþáîé íà÷àëüíûé ó÷àñòîê ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñîäåðæèò íå ìåíüøå îòêðûâàþùèõ ñêîáîê, ÷åì çàêðûâàþùèõ;

ã) ×èñëî ñïîñîáîâ ïðîâåñòè n íåïåðåñåêàþùèõñÿ (â ò.÷. â âåðøèíàõ) äèàãîíàëåé
â âûïóêëîì (2n)-óãîëüíèêå;

ä) (äëÿ çíàêîìûõ ñ òåîðèåé ãðàôîâ) ×èñëî êîðíåâûõ áèíàðíûõ äåðåâüåâ ñ n+1
ëèñòüÿìè;

å) ×èñëî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, 2, . . . , 2n â ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöå 2×n
òàê, ÷òîáû îíè âîçðàñòàëè áû è ïî êàæäîé ñòðîêå, è ïî êàæäîìó ñòîëáöó.

8.3. Â ýòîé çàäà÷å ðå÷ü èäåò î ïóòÿõ, ñîñòàâëåííûõ èç âåêòîðîâ (1, 1) è (1,−1).
à) Äîêàæèòå, ÷òî ïóòåé èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (2n,−2) ñòîëüêî æå, ñêîëüêî

ïóòåé èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (2n, 0), ïåðåñåêàþùèõ ïðÿìóþ y = −1.
á) Äîêàæèòå, ÷òî C(n) =

(
2n
n

)
−
(

2n
n−1

)
= 1

n+1

(
2n
n

)
.

8.4. Ðàññìîòðèì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òðèàíãóëÿöèè (n+2)-óãîëüíèêà,
à ðåáðî ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè îòâå÷àåò ïàðå òðèàíãóëÿöèé, îòëè÷àþùèõñÿ îä-
íîé äèàãîíàëüþ (¾ôëèïîì¿). Íàðèñóéòå ýòîò ãðàô äëÿ n = 2, 3, 4.

8.5. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: un, dos, tres, quatre, cinc, sis, set,
vuit, nou, deu, onze, dotze. . . ?

8.6*. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè Êàòàëàíà�Ãàíêåëÿ:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C(0) C(1) . . . C(n− 1)
C(1) C(2) . . . C(n)
...

...
. . .

...
C(n− 1) C(n) . . . C(2n− 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C(1) C(2) . . . C(n)
C(2) C(3) . . . C(n+ 1)
...

...
. . .

...
C(n) C(n+ 1) . . . C(2n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .


