
Ìàòôàê ÂØÝ, äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà �7.2 Ýëåìåíòû ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

6. Ëèíåéíûå ðåêóððåíòû

6.1. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî çàìîùåíèé ¾äîìèíîøêàìè¿ (ò.å. ïðÿìîóãîëüíèêàìè 1×2)
ïðÿìîóãîëüíèêà
à) 2× n; á) 3× 2n.
Çäåñü çàìîùåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì èëè ñèììåòðèåé, ñ÷èòàþòñÿ ðàç-

ëè÷íûìè.

6.2. Êàêàÿ èç óêàçàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó óðàâ-
íåíèþ an+2 − 2an+1 + an = 0:
à) an = 5n+ 3; á) an = (2n+ 1) · 2n; â) an = cos(2n)?

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ¾íàéäèòå¿ îçíà÷àåò ¾íàéäèòå â âèäå ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ ìíîãî-

÷ëåíû îò n, an è cos(ωn+ ϕ)¿.

6.3. Íàéäèòå âñå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, ÷òî a1 = 1, a2 = 3 è äëÿ ëþáîãî
n ≥ 1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
à) an+2 = 3an+1 − 2an;
á) an+2 = 5an+1 − 6an;
â) an+2 = 2an+1 − an;
ã) an+2 = 4an+1 − 4an;
ä) an+2 = an+1 − an;
å*) an+3 = 6an+2 − 11an+1 + 6an.

6.4. Íàéäèòå âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðûõ a1 = 5 è an+1 − 2an ðàâíî
à) 0; á) 1; â) n; ã) 3n; ä*) 2n; å*) n · 3n.

6.5. Òî æå ñ çàìåíîé an+1 − 2an íà an+2 − 5an+1 + 6an.

6.6. à) Òåîðåìà. Åñëè λ�êîðåíü êðàòíîñòè l óðàâíåíèÿ xk = pk−1x
k−1 + . . . + p0,

òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ R[x] ñòåïåíè ìåíüøå l ôóíêöèÿ f(n)λn ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì (ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî ðåêóððåíòíîãî) óðàâíåíèÿ an+k =
pk−1an+k−1 + . . .+ p0an.

á) Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë l1, . . . , lk ∈ Z è ðàçëè÷íûõ ÷èñåë λ1, . . . , λk ∈ C, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè niλnj , j = 1, . . . , k, i = 0, . . . , lj, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

â*) Òåîðåìà. Ïóñòü pk−1, . . . , p0 � ÷èñëà, an+k = pk−1an+k−1 + . . . + p0an äëÿ
ëþáîãî n, ðàçëè÷íûå ÷èñëà λ1, . . . , λk � âñå êîìïëåêñíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà
xk − pk−1x

k−1 − . . . − p1x − p0 ñ êðàòíîñòÿìè l1, . . . , lk. Òîãäà ñóùåñòâóþò
òàêèå ìíîãî÷ëåíû f1, . . . , fk, ÷òî deg fj < lj è an = f1(n)λ

n
1 + . . . + fk(n)λ

n
k

äëÿ ëþáîãî n.
ã*) (Çàãàäêà.) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î ÿâíîì âèäå ðåøåíèé

ëèíåéíîãî ÍÅîäíîðîäíîãî ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ k-ãî ïîðÿäêà.


