
Листок 6.
Коники и квадрики. Прямые в проективном пространстве

Задача 1. (В задачах 1 и 2 поле k алгебраически замкнуто.) Пусть шестиугольник ABCDEF
вписан в гладкую конику X. Как известно по теореме Паскаля, противоположные стороны этого
шестиугольника пересекаются в трех коллинеарных точках, а прямая через эти точки называет-
ся прямой Паскаля для этого шестиугольника. Докажите, что прямые Паскаля шестиугольников
ABCDEF , ADEBCF и ADCFEB пересекаются в одной точке (теорема Штейнера).

Задача 2. Дана гладкая коника X и на ней три различные точки A, B, C. Обозначим через
lA. lB, lC касательные к конике X в этих точках, и пусть, A1 = lB ∩ lC , B1 = lA ∩ lC , C1 = lA ∩ lB.
Докажите, что прямые AA1, BB1 и CC1 имеют общую точку пересечения.

Задача 3. Найдите границу тени, которую отбрасывает эллипсоид 1
4
x2+ 1

4
y2+z2 = 1 на плоскость

z = −1, если источник света находится в точке (2, 2, 2).

Задача 4. Опишите образ отображения P1 × P1 → P 3 (вложение Сегре), заданного формулой
(a : b, c : d) 7→ ac : bc : ad : bd.

Задача 5. Даны две непересекющиеся прямые l1, l2 ⊂ P3 и проективный изоморфизм прямых
i : l1

'−→ l2. Что заметают прямые, проходящие в P3 через пары точек l1 и l2, соответствующие друг
другу при изоморфизме i?

Задача 6. Какую поверхность заметают прямые, пересекающие три данные попарно скрещи-
вающиеся прямые в P3? (Указание: пучок плоскостей, проходящих через одну из прямых задает
взаимно-однозначное соответствие между точками двух других прямых.)

Задача 7. Сколько прямых пересекает 4 прямые общего положения в 3-мерном проективном
пространстве?

Задача 8. Пусть G - грассманиан прямых пространства P3, изображаемый гиперквадрикой в
пространстве P5. Пусть P2 - проективная плоскость в P5, пересекающая гиперквадрику G по гладкой
конике C.
Докажите, что точки коники C изображают серию образующих прямых на гладкой квадрике Q в P3.

Задача 9. В условиях предыдущей задачи докажите, что вторая серия образующих прямых на
квадрике Q изображается на грассманиане G гладкой коникой C ′, высекаемой на G некоторой про-
ективной плоскостью P2′.

Задача 10. В условиях предыдущей задачи докажите, что плоскости P2 и P2′ полярны друг другу
относительно G, то есть P2′ получается из P2 как пересечение полярных гиперплоскостей для всех
точек плоскости P2 относительно гиперквадрики G, и P2 получается из P2′ аналогичным образом.


