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1. Òåîðåìû î íåÿâíîé è îáðàòíîé ôóíêöèè

2. Ïîäìíîãîîáðàçèÿ â Rn.

Ïðèìåðíûå çàäà÷è ñåìèíàðîâ 16�18

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Ck[a, b]

Çàäà÷à 6.1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíû:

(à) îïðåäåë¼ííîå èíòåãðèðîâàíèå C[a, b]→ R, ïåðåâîäÿùåå f â
∫ b
a f(x)dx;

(á) íåîïðåäåë¼ííîå èíòåãðèðîâàíèå C[a, b]→ C[a, b], ïåðåâîäÿùåå f â F (t) =
∫ t
a f(x)dx.

Çàäà÷à 6.2. (à) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ê f , ïðè÷¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f ′n å¼ ïðîèç-

âîäíûõ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë f ′n ðàâåí f ′.
(á) Äîñòàòî÷íî ëè ïîòðåáîâàòü ñõîäèìîñòü èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn â îäíîé òî÷êå? Äîñòàòî÷íî
ëè ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè f ′?

Óêàçàíèå. âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 6.3. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî n-ãëàäêèõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b] (âñå ïðîèçâîäíûå, âêëþ÷àÿ
n-þ, îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû).

(à) Êàêèå èç ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé îïðåäåëÿþò ìåòðèêó íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå:

d1(f, g) = max
0≤k≤n

max
x∈[a,b]

|f (k) − g(k)|, d2(f, g) = min
0≤k≤n

max
x∈[a,b]

|f (k) − g(k)|, d3(f, g) =

n∑
k=1

max
x∈[a,b]

|f (k) − g(k)|.

(á) Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòðèê.

Ïðîñòðàíñòâî n-ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ ìåòðèêîé d3 îáîçíà÷àåòñÿ Cn[a, b].

Çàäà÷à 6.4. Äîêàæèòå ïîëíîòó: (à) C1[a, b]; (á) Cn[a, b].

Çàäà÷à 6.5*. Íàéäèòå ïîïîëíåíèå (çàìûêàíèå) ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

(à) ìíîæåñòâà ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé â C[a, b];
(á) Ck[a, b] â Cn[a, b], n < k;
(â) ìíîæåñòâà ôóíêöèé ñ |f ′| < 1 â C[a, b].

Çàäà÷à 6.6. Íåïðåðûâíû ëè îòîáðàæåíèÿ:

(à) åñòåñòâåííîãî âëîæåíèÿ Ck[a, b] â Cn[a, b], n < k;
(á) äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ck[a, b] â Ck−1[a, b];
(â) íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Ck[a, b] â Ck+1[a, b].

Êðèâûå íà ïëîñêîñòè

Çàäà÷à 6.7. Îïðåäåëèòå, äëÿ êàêèõ ïðîìåæóòêîâ òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò äàòü ðåøåíèå

y = y(x) óðàâíåíèÿ x2/3 + y2/3 = a2/3 (àñòðîèäà). Íàéäèòå äëÿ ýòèõ ðåøåíèé dy/dx, d2y/dx2. (Îòâåò
ìîæåò ñîäåðæàòü è x, è y.)

Çàäà÷à 6.8. Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó äëÿ ëåìíèñêàòû Áåðíóëëè: (x2 + y2)2 − 2a(x2 − y2) = 0.

Çàäà÷à 6.9*. Äîêàæèòå, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) ëåìíèñêàòà Áåðíóëëè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáú-

åäèíåíèå äâóõ ãëàäêèõ êðèâûõ.
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Çàäà÷à 6.10. Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííóþ êðèâóþ

(à) x = cos3 t, y = sin3 t, (á) x = t− sin t, y = 1− cos t, (â) x = arcsin
t√

1 + t2
, y = arccos

1√
1 + t2

.

Íàéäèòå, ïðè êàêèõ t0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) = (x(t0), y(t0)) ïðèìåíèìà òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíê-
öèè. Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà äî o((x− x0)

2) ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ y = y(x).

Çàäà÷à 6.11*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè y = y(x)�ëîêàëüíîå çàäàíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè,

òî âûïîëíåíî óðàâíåíèå d3/dx3
(
(y′′)−2/3

)
= 0.

Ìíîãîìåðíàÿ òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè

Çàäà÷à 6.12. Äëÿ ôóíêöèè z = z(x, y) íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, åñëè

(à) z3 − 3xyz = a3, (á) x + y + z = ez.

Çàäà÷à 6.13. Ïîâåðõíîñòü M çàäàíà óðàâíåíèåì F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3xyz = 0.
(à) Ïðîâåðüòå, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (1, 1, 1) òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ëîêàëüíî âûðà-

çèòü ëþáóþ ïåðåìåííóþ ÷åðåç äâå äðóãèå.

(á) Äëÿ ôóíêöèè ϕ(x, y, z) = xy2z3 íà ýòîé ïîâåðõíîñòè íàéäèòå ∂ϕ/∂x â òî÷êå (1, 1, 1), åñëè ñ÷èòàòü

íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè x è y, à z = z(x, y) âûðàçèòü èç óðàâíåíèÿ F (x, y, z) = 0.
(â) Òîò æå âîïðîñ äëÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x è z.
(ã) Âûðàçèòå dϕ íà M ÷åðåç dx è dy, à òàêæå ÷åðåç dx è dz.

Çàäà÷à 6.14. Ïóñòü x = r cosϕ, y = r sinϕ.
(à) Íàéäèòå ìàòðèöó ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂(x, y)/∂(r, ϕ). Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè r 6= 0 òåîðåìà î íåÿâíîé

ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ëîêàëüíî âûðàçèòü x, y ÷åðåç r, ϕ.
(á) Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂(r, ϕ)/∂(x, y). (â) Îïðåäåëèì ëàïëàñèàí ôóíêöèè íà ïëîñêîñòè êàê

∆f = ∂2f/∂x2 + ∂2f/∂y2. Âûðàçèòå åãî â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Çàäà÷à 6.15. (à) Ïóñòü êðèâàÿ (x(t), y(t)) òàêîâà, ÷òî ëîêàëüíî dx/dt 6= 0. Äëÿ ÿâíîãî çàäàíèÿ y = y(x)

ýòîé êðèâîé îïðåäåëèì êðèâèçíó k =
|y′′xx|

(1 + (y′x)2)3/2
. Âûðàçèòå êðèâèçíó ÷åðåç ïðîèçâîäíûå x è y ïî t.

(á) Ïóñòü êðèâàÿ çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: r = r(t), ϕ = ϕ(t). Âûðàçèòå å¼ êðèâèçíó ÷åðåç

ïðîèçâîäíûå r è ϕ ïî t.
(â) Äîêàæèòå, ÷òî êðèâèçíà ïëîñêîé êðèâîé íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè å¼ ïàðàìåòðèçàöèè è ïðè

äâèæåíèÿõ êðèâîé.

Çàäà÷à 6.16. Â îêðåñòíîñòè êàêèõ òî÷åê îáðàòèìû ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ? Âû÷èñëèòå äèôôåðåí-

öèàë îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ.

(à) F (x, y) = (x + y, xy); (á) F (x, y) = (x + y, x2 + y2); (â) F (x, y) = (xy, xy), x > 0.
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