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12. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ.

Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî M è äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà m ∈M çàäàíî ÷èñëî (âåðî-
ÿòíîñòü) P (m) ≥ 0, ïðè÷åì

∑
m∈M

P (m) = 1. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ X, çàäàííàÿ íà M , íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíîé. Ìíîæåñòâî ïàð (xi, pi), i = 1, 2, . . ., ãäå {x1, x2, . . .}�ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû X, à pi = P ({m ∈ M : X(m) = xi}), i = 1, 2, . . . ,� ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðîÿòíîñòè, íàçû-
âàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ñîáûòèå {m ∈M : X(m) = xi} â äàëüíåéøåì ñîêðàù¼ííî
îáîçíà÷àåòñÿ X = xi.

12.1. Ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ 5 ðàç. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà âûïàâøèõ îðëîâ.

12.2. (a) Âàì ïðåäëàãàåòñÿ òàêàÿ èãðà. Âû ïëàòèòå 2 êîíôåòû, çàòåì áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü, è âû
ïîëó÷àåòå ñòîëüêî êîíôåò, ñêîëüêî î÷êîâ âûïàäàåò. Âûãîäíà ëè âàì ýòà èãðà?

(b) Ïðàâèëà òå æå, òîëüêî â ñëó÷àå âûïàäåíèÿ 1 î÷êà âû ïëàòèòå 100 êîíôåò. (Ó âàñ äîñòàòî÷íî
êîíôåò, ÷òîáû çàïëàòèòü.) Âûãîäíà ëè âàì ýòà èãðà?

(c) Áàíê ïðåäëàãàåò âàì ñòàáèëüíûé äîõîä ñîâåðøåííî áåñïëàòíî. Âû êëàäåòå â áàíê 8 êîíôåò, ïîñëå
÷åãî áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü. Åñëè âûïàäàåò 2, 3 èëè 4 î÷êà, òî âû ïîëó÷àåòå íàçàä ñâîé âêëàä ïëþñ
åùå 1 êîíôåòó âäîáàâîê. Åñëè âûïàäàåò 5 èëè 6 î÷êîâ (�ðîñò ðûíêà�), òî âû ïîëó÷èòå äàæå ïëþñ 2
êîíôåòû âäîáàâîê. À åñëè âûïàäåò 1 î÷êî, òî ýòî �êðèçèñ�, è âû òåðÿåòå âåñü ñâîé âêëàä. Âûãîäíà ëè âàì
ýòà èãðà?

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì èëè ñðåäíèì çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ ñóììà

E(X) =
∑

xipi = x1P (X = x1) + x2P (X = x2) + . . . .

12.3. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå M ,
ðàâíî

∑
m∈M

X(m)P (m).

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè E(X) ≤ x, òî ñóùåñòâóåò m ∈M : X(m) ≤ x.
(c) Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðè âñåõ m ∈ M ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå µ: X(m) = µ.

Íàéäèòå E(X).
(d) Âûðàçèòå E(aX + bY ), ãäå a, b� âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à X, Y � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ÷åðåç a, b,

E(X), E(Y ).
(e) Ìîæíî ëè âûðàçèòü E(XY ) ÷åðåç E(X) è E(Y )?

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ñîáûòèÿ X = xi è Y = yj íåçàâèñèìû
ïðè ëþáûõ xi, yj , ò. å.

P ({m ∈M : X(m) = xi è Y (m) = yj}) = P (X = xi)P (Y = yi).

12.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èõ
ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé: E(XY ) = E(X)E(Y ).

Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî D(X) = E
(
(X − E(X))2

)
.

12.5. Äîêàæèòå, ÷òî D(X) = E(X2)− E(X)2.

12.6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X è Y íåçàâèñèìû, òî D(X + Y ) = D(X) +D(Y ).

12.7. Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X è ëþáîãî ε > 0
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P (|X − E(X)| ≥ ε) ≤ D(X)/ε2.

12.8. Ôåäÿ çíàåò îòâåòû íà 20 èç 30 âîïðîñîâ. Â áèëåò âõîäÿò 3 âîïðîñà. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà
âîïðîñîâ, íà êîòîðûå Ôåäÿ ñìîæåò îòâåòèòü.

12.9. Äâå îäèíàêîâûå êîëîäû êàðò ïåðåòàñîâûâàþòñÿ, è êàðòû ïîñëåäîâàòåëüíî ïàðàìè âûêëàäûâàþòñÿ
íà ñòîë. Íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà ïàð, êàðòû â êîòîðûõ ñîâïàäàþò.

12.10. Â çàäà÷å 12.8 íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå Ôåäèíîé îöåíêè (åñëè Ôåäÿ îòâåòèò íà 3 âîïðîñà, îí
ïîëó÷èò 5, íà 2 � 4 è ò. ä.).

12.11. Â ðÿä â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå âûïèñàíû m åäèíèö è n íóëåé. Íàéäèòå ñðåäíåå ÷èñëî ñåðèé èç k
îäèíàêîâûõ öèôð ïîäðÿä.

12.12. Èç êîëîäû â 52 êàðòû âûíèìàþòñÿ êàðòû äî ïåðâîãî òóçà. Ñêîëüêî êàðò â ñðåäíåì áóäåò âûíóòî?


