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11. Íåçàâèñèìîñòü è óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

Ïîäìíîæåñòâà (ò. å. ñîáûòèÿ) A è B 6= ∅ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M íåçàâèñèìû, åñëè äîëÿ (ò. å. âåðî-
ÿòíîñòü) ìíîæåñòâà A∩B â B ðàâíà äîëå (ò. å. âåðîÿòíîñòè) ìíîæåñòâà A â M . Ïðèâåä¼ì ñèììåòðè÷íóþ
ïåðåôîðìóëèðîâêó, êîòîðàÿ ðàáîòàåò è äëÿ B = ∅. Ïîäìíîæåñòâà A è B êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M íàçû-
âàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

|A ∩B| · |M | = |A| · |B|.

11.1. Çàâèñèìû ëè ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà? (Ìû íàçûâàåì çàâèñèìûìè ïîäìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ
íåçàâèñèìûìè.)

(a) Ïîäìíîæåñòâà {1, 2} ⊂ {1, 2, 3, 4} è {1, 3} ⊂ {1, 2, 3, 4}.
(b) Ïîäìíîæåñòâà {1, 2} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5, 6} è {1, 3} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

11.2. Çàâèñèìû ëè ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 105?
(a) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 5, è ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 7.
(b) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 15, è ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 21.
(c) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 15, è ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 5.
(d) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 10, è ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 7.

11.3. Ïîäìíîæåñòâà A è B êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B è A íåçàâè-
ñèìû.

11.4. Äâà äâîðÿíèíà èç ñâèòû êîðîëÿ â îæèäàíèè âûõîäà åãî Âåëè÷åñòâà ðåøèëè ñûãðàòü â êîñòè. Îíè
ñäåëàëè îäèíàêîâûå ñòàâêè è äîãîâîðèëèñü, ÷òî òîò, êòî ïåðâûì âûèãðàåò 10 ïàðòèé, ïîëó÷àåò âñå äåíüãè.
Ïðè ñ÷¼òå 9:8 ïîÿâèëñÿ êîðîëü è èãðó ïðèøëîñü çàêîí÷èòü. Êàê ñëåäóåò ïîäåëèòü äåíüãè?

Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïîäìíîæåñòâà A ïðè óñëîâèè ïîäìíîæåñòâà B, äëÿ êîòîðîãî P (B) 6= 0,
íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå

P (A|B) = P (A ∩B)/P (B).

ßñíî, ÷òî íåçàâèñèìîñòü ïîäìíîæåñòâ A è B ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî P (A|B) = P (A).

11.5. (a) Èçâåñòíî, ÷òî ïðè áðîñêå èãðàëüíîé êîñòè âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
îíî ìåíüøå 5.

(b) Â ñåìüå äâà ðåá¼íêà. Èçâåñòíî, ÷òî îäèí èç íèõ ìàëü÷èê. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé
ðåá¼íîê òîæå ìàëü÷èê. (Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà è äåâî÷êè ðàâíû ïîëîâèíå
è ÷òî ïîë âòîðîãî ðåá¼íêà íå çàâèñèò îò ïîëà ïåðâîãî.)

11.6. Ëàìïî÷êè âûïóñêàþòñÿ äâóìÿ çàâîäàìè, ïðè÷¼ì ïåðâûé èç íèõ ïðîèçâîäèò 70% âñåé ïðîäóêöèè.
Ëàìïî÷êè, ïðîèçâåä¼ííûå ïåðâûì çàâîäîì, ãîðÿò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98, âòîðûì� 0,95. Íàéäèòå âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî êóïëåííàÿ ëàìïî÷êà ãîðèò.

11.7. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Åñëè M = B1 t . . . t Bn è P (Bj) 6= 0 (ãîâîðÿò, ÷òî B1, . . . , Bn �
ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáûòèé), òî

P (A) = P (A|B1)P (B1) + . . .+ P (A|Bn)P (Bn).

11.8. Îòåö, ìàòü è ñûí óâëåêàþòñÿ øàõìàòàìè. Îòåö îáåùàåò ñûíó ïðèç, åñëè îí âûèãðàåò äâå ïàðòèè
ïîäðÿä èç òð¼õ, ñûãðàííûõ ïîî÷åð¼äíî ñ îòöîì è ìàòåðüþ. Ñûí çíàåò, ÷òî îòåö èãðàåò ëó÷øå ìàòåðè.
Ñ êåì åìó âûãîäíåå èãðàòü ïåðâóþ ïàðòèþ?

11.9. Ëàìïî÷êè âûïóñêàþòñÿ äâóìÿ çàâîäàìè, ïðè÷¼ì ïåðâûé èç íèõ ïðîèçâîäèò 70% âñåé ïðîäóêöèè.
Ëàìïî÷êè, ïðîèçâåä¼ííûå ïåðâûì çàâîäîì, ãîðÿò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98, âòîðûì� 0,95. Êóïëåííàÿ ëàì-
ïî÷êà îêàçàëàñü áðàêîâàííîé. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà âûïóùåíà ïåðâûì çàâîäîì.

11.10. Ôîðìóëà Áàéåñà. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî P (B|A) = P (A|B)P (B)/P (A).

11.11. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå áðàêîâàííîå, ðàâíà 0,04. Åñëè èçäåëèå áðàêîâàííîå, òî îíî ïðîéä¼ò
òåñò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,05, à èíà÷å � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî 0,0001) âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî èçäåëèå, äâàæäû âûäåðæàâøåå òåñò, áðàêîâàííîå.

11.12.* Ðàçáîð÷èâàÿ íåâåñòà. (Çàãàäêà.) Äåâóøêà âûáèðàåò ñåáå æåíèõà èç n ïðåòåíäåíòîâ, ïîî÷åð¼ä-
íî äåëàþùèõ åé ïðåäëîæåíèå. Êàæäîå ïðåäëîæåíèå îíà ìîæåò ïðèíÿòü (òîãäà âñ¼ çàêàí÷èâàåòñÿ) èëè
îòâåðãíóòü (îòâåðãíóòûé ïðåòåíäåíò ñ ïîâòîðíûì ïðåäëîæåíèåì íå îáðàùàåòñÿ). Îíà õî÷åò äåéñòâîâàòü
òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü âûáðàòü íàèáîëåå äîñòîéíîãî æåíèõà áûëà íàèáîëüøåé.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä: îòâåðãíóòü ïåðâûå s(n) ïðåäëîæå-
íèé, à çàòåì ïðèíÿòü ïåðâîå ïðåäëîæåíèå îò ïðåòåíäåíòà, ïðåâîñõîäÿùåãî âñåõ ïðåäûäóùèõ.

(b) Îïðåäåëèòå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå s(n).


