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úÁÄÁÞÁ 1. ëÁËÕÀ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÏÞËÏ× ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÂÒÏÓÁÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Á) Ä×Á ÉÇÒÁÌØÎÙÈ
ËÕÂÉËÁ? Â) ÔÒÉ ÉÇÒÁÌØÎÙÈ ËÕÂÉËÁ? ×) n ÉÇÒÁÌØÎÙÈ ËÕÂÉËÏ×?
õËÁÚÁÎÉÅ. óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÕÂÉËÉ \ÞÅÓÔÎÙÅ" É ÂÒÏÓÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
ÐÒÉ ÂÒÏÓËÅ n ËÕÂÉËÏ× ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ËÕÂÉËÅ ×ÙÐÁÄÅÔ ÇÒÁÎØ a1, ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ | a2, . . . , ÎÁ
n-ÏÍ | an, ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× a1; : : : ; an.
úÁÄÁÞÁ 2. ôÏÞËÉ A1; : : : ; An | ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. óÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ Ä×Á
ÏÔÒÅÚËÁ (ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ) Ó ËÏÎÃÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ Á) ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ
ËÏÎÅÃ? Â) ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ? (× ËÏÎÃÅ ÉÌÉ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ, × Ô.Þ. ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ) ×) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌÙ ÜÔÉÈ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉ n→∞. íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ÎÅ ÒÅÛÁÑ ÓÁÍÉÈ ÚÁÄÁÞ 2Á É 2Â?
õËÁÚÁÎÉÅ. \óÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ" ÚÄÅÓØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÞÅÔ×ÅÒËÉ ÔÏÞÅË Ai; Aj ; Ak; Al, × ËÏÔÏÒÏÊ
Ai 6= Aj É Ak 6= Al (ÎÏ ÄÒÕÇÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÏÚÍÏÖÎÙ!), ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÉ AiAj É AkAl,
ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ.
úÁÄÁÞÁ 3. éÇÒÏË × ÂÒÉÄÖ A ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÌ ÐÒÉ ÒÁÚÄÁÞÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÔÕÚÁ. Á) ûÐÉÏÎÙ ÄÏÎÅÓÌÉ ÅÍÕ, ÞÔÏ Õ ÉÇÒÏËÁ
B ÅÓÔØ ÔÕÚ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Õ ÉÇÒÏËÁ B ÐÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ÔÕÚÁ? Â) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ × ÓÌÕÞÁÅ,
ÅÓÌÉ ÛÐÉÏÎÙ ÄÏÎÅÓÌÉ, ÞÔÏ Õ ÉÇÒÏËÁ B ÅÓÔØ ÔÕÚ ÐÉË. ×) ÷ ËÁËÏÍ ÉÚ ÐÕÎËÔÏ× 3Á, 3Â ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ?
íÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÎÅ ÒÅÛÁÑ ÓÁÍÉÈ ÚÁÄÁÞ 3Á É 3Â?
õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ ÉÇÒÅ × ÂÒÉÄÖ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÉÇÒÏËÏ× A;B;C;D ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÐÒÉ ÒÁÚÄÁÞÅ 13 ËÁÒÔ. þÅÓÔ-
ÎÁÑ ÒÁÚÄÁÞÁ ËÁÒÔ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ 52 ËÁÒÔ (ÏÔ Ä×ÏÊËÉ ÄÏ ÔÕÚÁ) ÎÁ 4
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á SA; SB ; SC ; SD ÐÏ 13 ËÁÒÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï SA ÄÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÉÇÒÏËÕ A,
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï SB | ÉÇÒÏËÕ B, É Ô.Ä., ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× SA; SB ; SC ; SD.
úÁÄÁÞÁ 4. ëÕÚÎÅÞÉË ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÐÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ËÁÖÄÕÀ ÓÅËÕÎÄÕ ÓÏ×ÅÒÛÁÑ ÐÒÙÖÏË ÎÁ ÒÁÓÓÔÏ-
ÑÎÉÅ 1 | Ó ÒÁ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ×ÐÒÁ×Ï É ×ÌÅ×Ï. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ËÕÚÎÅÞÉË ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ n ∈ Z;
× ÔÏÞËÅ 0 ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÄÏÂÙÞÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ pn;k ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÄÁÞÎÏÊ ÏÈÏÔÙ ËÕÚÎÅÞÉËÁ ÚÁ k ÐÒÙÖËÏ×, Ô.Å.
ÄÏÌÀ ÔÅÈ ÐÕÔÅÊ ÄÌÉÎÙ k, ËÏÔÏÒÙÅ ÈÏÔØ ÒÁÚ ÐÏÐÁÄÁÀÔ × 0. (ðÕÔØ ÄÌÉÎÙ k ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (k + 1)
ÞÉÓÅÌ a0; a1; : : : ; ak, × ËÏÔÏÒÏÊ a0 = n, Á ÌÀÂÙÅ ÓÔÏÑÝÉÅ ÒÑÄÏÍ ÞÉÓÌÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ 1.) Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ pn;k
ÐÒÉ k = 0; 1; 2 (É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ n). Â) îÁÊÄÉÔÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÅ ×ÅÌÉÞÉÎÕ pn;k ÞÅÒÅÚ
×ÅÌÉÞÉÎÙ pm;k−1 ÓÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ m.

óÉÍ×ÏÌÏÍ pn ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ supk pn;k, Ô.Å. ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ pn ≥ pn;k ÐÒÉ ×ÓÅÈ k ≥ 0. ×) îÁÊÄÉÔÅ
ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ pn. îÁÊÄÉÔÅ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ pn. Ç) ïÂßÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ pn ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÄÁÞ-
ÎÏÊ ÏÈÏÔÙ ÐÒÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ. Ä) îÁÊÄÉÔÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÙÖËÏ× un, ËÏÔÏÒÏÅ ËÕÚÎÅÞÉË
ÓÄÅÌÁÅÔ, ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÏÊÍÁÅÔ ÄÏÂÙÞÕ.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 4Ç). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÕÔÑÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ É ÔÏÞËÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ
[0; 1], Á ÚÁÔÅÍ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ \ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ" ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 4Ä). ðÕÓÔØ qn;k | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÕÚÎÅÞÉË ÐÏÊÍÁÅÔ ÄÏÂÙÞÕ (×ÐÅÒ×ÙÅ ÐÏÐÁÄÅÔ ×
ÔÏÞËÕ 0) ÒÏ×ÎÏ ÎÁ k-ÏÍ ÛÁÇÅ. ôÏÇÄÁ ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÙÖËÏ× (ÏÎÏ ÖÅ ÍÁÔÏÖÉÄÁÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÐÒÙÖËÏ×) un ÒÁ×ÎÏ
1 · qn;1 + 2 · qn;2 + 3 · qn;3 + : : : .
úÁÄÁÞÁ 5. Á) óËÏÌØËÏ ÒÁÚ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏÄÂÒÏÓÉÔØ ÍÏÎÅÔÕ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ × Ä×ÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ
ÂÒÏÓËÁÈ ÎÅ ×ÙÐÁÄÕÔ ÏÒÅÌ É ÒÅÛËÁ (ÉÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ)? Â) á Ä×Å ÒÅÛËÉ? ×) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÎÅÔÁ
\ËÒÉ×ÁÑ": ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÐÁÄÅÎÉÑ ÏÒÌÁ p, Á ÒÅÛËÉ 1 − p. óËÏÌØËÏ ÒÁÚ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏÄÂÒÏÓÉÔØ ÍÏÎÅÔÕ
ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÏÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÍÏÎÅÔÙ (ÎÅ×ÁÖÎÏ, ËÁËÁÑ) ÎÅ ×ÙÐÁÄÅÔ Ä×Á ÒÁÚÁ ÐÏÄÒÑÄ?
úÁÄÁÞÁ 6. Á) éÇÒÏË A ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ × Ä×ÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÂÒÏÓËÁÈ ÍÏÎÅÔÙ ×ÙÐÁÌÉ ÏÒÅÌ É ÒÅÛËÁ, Á
ÉÇÒÏË B | ÅÓÌÉ ×ÙÐÁÌÉ ÐÏÄÒÑÄ Ä×Å ÒÅÛËÉ. íÏÎÅÔÕ (\ÞÅÓÔÎÕÀ") ÐÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÀÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ | ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ,
ÐÏËÁ ÎÅ ×ÙÉÇÒÁÅÔ ÌÉÂÏ A, ÌÉÂÏ B. õ ËÏÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÁ ÂÏÌØÛÅ? Â) ðÕÓÔØ a É b | Ä×Å ËÏÎÅÞÎÙÅ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÏÒÌÏ× É ÒÅÛÅË. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ pab ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÐÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÂÒÏÓÁÎÉÉ ÍÏ-
ÎÅÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÓÈÏÄÏ× a ÐÏÑ×ÉÔÓÑ ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b (ÍÏÎÅÔÕ, ËÁË É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ
ÚÁÄÁÞÅ, ÂÒÏÓÁÀÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ | ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ ÌÉÂÏ a, ÌÉÂÏ b). óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ 4 × 4 ÉÚ ÞÉÓÅÌ pab,
ÇÄÅ a É b ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {ÏÏ; ÏÒ; ÒÏ; ÒÒ}. ×) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÔÒÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a, b, c
ÉÚ ÏÒÌÏ× É ÒÅÛÅË (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ pab > 1=2, pbc > 1=2, pca > 1=2?


