
Лекция 21-18. Лемма Морса

1 Аналитические функции многих переменных.
Определение 1 Аналитическая функция нескольких переменных (вещественных
или комплексных)–это функция, заданная в открытой области, которая в окрест-
ности каждой точки этой области разлагается в сходящийся к ней ряд Тейлора.

Пример 1 1)Многочлены 2)Произведения аналитических функций одной перемен-
ной от разных переменных: f(x)g(y) 3) Суперпозиции аналитической функции одной
переменной и многочлена: f(x+ y) и т.д.

Теорема 1 Если функция (Z+)
n → C, k 7→ ak, мажорируется геометрической про-

грессией:
|ak| ≤ Cq|k|,

то ряд Тейлора ∑
=

∑
k∈(Z+)n

akz
k

сходится в полидиске |zj| < 1
q
.

Доказательство Ряд
∑

мажорируется рядом
∑+ = C

∏
1

1−qzj . � [Все эти

результаты в листок]

2 Лемма Морса для аналитических функций двух
переменных.

Теорема 2 (Лемма Морса) Аналитическая функция двух переменных в окрестно-
сти невырожденной критической точки гладкой (и даже аналитической) заменой
координат превращается в свой гессиан в этой точке плюс свободный член.

Доказательство В силу невырожденности гессиана в нуле,

f(x, y) = x2 + εy2 + старшие члены , ε = ±1

Старшие члены делятся либо на x2, либо на y2. Поэтому

f(x, y) = x2(1 + h1(x, y)) + εy2(1 + h2(x, y)), ε = ±1.
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Положим:
H(x, y) = (X, Y ) = (x

√
1 + h1(x, y), y

√
1 + h2(x, y)).

Функции X и Y гладкие (и даже аналитические);

dH(0) = E, det dH(0) = 1.

Следовательно, замена H в окрестности нуля обратима.

G(X, Y ) = f ◦H−1(X, Y ) = X2 + Y 2.

�

3 Лемма Морса для аналитических функций многих
переменных.

Теорема 3 Пусть аналитическая функция f имеет вид

f(x) =
∑

εjx
2
j(1 + hj(x)), hj(x) = O(x). (1)

Тогда функция f в некоторой окрестности нуля гладкой (и даже аналитической)
заменой координат превращается в свой гессиан в этой точке плюс свободный член.

Доказательство Xj = xj

√
1 + hj(x). �

4 Уничтожение полилинейных членов.
Не всякая аналитическая функция с критической точкой 0 и невырожденным гессиа-
ном в этой точке имеет вид (1). Но всякая такая функция к этому виду приводится.

Лемма 1 Аналитическая функция с морсовой критической точкой 0 невырожден-
ной положительной заменой приводится к виду (1).

Доказательство Доказательство похоже на выделение полного квадрата. �
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