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1 Ëåêöèÿ

1.1 Î ëîøàäÿõ

1.1.1 Ïåðâîå íàáëþäåíèå �âîëíû ïåðåíîñà�

Ïåðâîå íàáëþäåíèå óåäèíåííîé âîëíû â 1834ã. ñäåëàë øîòëàíäñêèé ó÷åíûé è

èíæåíåð Äæ. Ñêîòò �àññåë (1808�1882). Îêîí÷èâ Óíèâåðñèòåò �ëàçãî â 16 ëåò,

îí ðàáîòàë â Îòäåëåíèè åñòåñòâåííîé èñòîðèè â Ýäèíáóðãå, ãäå èçó÷àë ïðîïóñê-

íóþ ñïîñîáíîñòü êàíàëà Þíèîí. Âîò â ïðîöåññå ýòèõ èññëåäîâàíèé îí äîëîæèë

î ñëåäóþùåì:

�ß íàáëþäàë çà äâèæåíèåì áàðæè, êîòîðóþ áûñòðî òàùèëà âäîëü

óçêîãî êàíàëà ïàðà ëîøàäåé, êîãäà âíåçàïíî áàðæà îñòàíîâèëàñü �

âñÿ ìàññà âîäû â êàíàëå ïðèøëà â äâèæåíèå; âîäà ñîáðàëàñü ó íîñà

êîðàáëÿ â ñîñòîÿíèè áóðíîãî âîëíåíèÿ, çàòåì âäðóã îòîðâàëàñü îò

íåãî è ïîêàòèëàñü âïåðåä ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ, ïðèíÿâ âèä áîëüøî-

ãî óåäèíåííîãî âîçâûøåíèÿ; îêðóãëûé, ãëàäêèé, ÷åòêî âûðàæåííûé

õîëì âîäû ïðîäîëæàë ñâîå äâèæåíèå ïî êàíàëó áåç âèäèìîãî èçìå-

íåíèÿ �îðìû èëè óìåíüøåíèÿ ñêîðîñòè. ß áðîñèëñÿ çà ýòîé âîë-

íîé âåðõîì íà ëîøàäè è äîãíàë åå, êîãäà îíà âñå åùå äâèãàëàñü ñî

ñêîðîñòüþ îêîëî âîñüìè èëè äåâÿòè ìèëü â ÷àñ, ñîõðàíÿÿ ïåðâîíà-

÷àëüíóþ �îðìó, è èìåëà îêîëî òðèäöàòè �óòîâ â äëèíó è îò �óòà

äî ïîëóòîðà �óòîâ â âûñîòó. Åå âûñîòà ïîñòåïåííî óìåíüøàëàñü, è

ïîñëå îäíîé èëè äâóõ ìèëü ïîãîíè ÿ ïîòåðÿë åå â èçãèáàõ êàíàëà.

Òàê â àâãóñòå ìåñÿöå 1834ã. ïðîèçîøëà ìîÿ ïåðâàÿ âñòðå÷à ñ ýòèì

íåîáûêíîâåííûì è ïðåêðàñíûì ÿâëåíèåì, êîòîðîå ÿ íàçâàë Âîëíîé

Ïåðåíîñà (The Wave of Translation) ..."

Â 1872ã. Áóññèíåñêó ïðåäëîæèë óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äëèííûå âîëíû íà

ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè è ïîêàçàë, ÷òî îíî èìååò ðåøåíèå òèïå óåäèíåííîé âîë-

íû. Îäíàêî ðåàëüíûé ïðîðûâ ïðîèçîøåë â 1895ã.: Êîðòåâåã è äå Ôðèç ïîëó÷èëè

óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â îäíîì íàïðàâëåíèè ïî ïîâåðõíîñòè ìåëêîãî

êàíàëà (äëÿ íåâÿçêîé, íåñæèìàåìîé, îäíîðîäíîé æèäêîñòè â ïîñòîÿííîì ïîëå

òÿæåñòè)

ut − 6uux + uxxx = 0. (1.1)

Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ýòî óðàâíåíèå îáëàäàåò óåäèíåííîé âîëíîé, ò.å. ðåøåíèåì

âèäà

u(x, t) =
−2κ2

ch 2κ(x− 4κ2t− x0)
(1.2)

(îòêëîíåíèå óðîâíÿ âîäû îò ñòàöèîíàðíîãî äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáñòâà îáîçíà-

÷åíî −u), ãäå ïàðàìåòð κ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, íå �èêñè-
ðîâàííàÿ óðàâíåíèåì. Èìåííî ýòó âîëíó è íàáëþäàë �àññåë.

1.1.2 Óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà � áàëàíñ äèñïåðñèè è íåëèíåé-

íîñòè

�àññìîòðèì âîëíîâîé ïðîöåññ â ïðåäïîëîæåíèè

1. îòñóòñòâèÿ äèññèïàöèè,
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2. îòñóòñòâèÿ äèñïåðñèè,

3. ìàëîñòè àìïëèòóäû êîëåáàíèé ϕ−

Òîãäà âîëíîâîé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì:

∂2t ϕ− = c2∂2x ϕ− . (1.3)

Äèññèïàòèâíûå ñèñòåìû � òàêèå ñèñòåìû ó êîòîðûõ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ (ñóì-

ìà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé) óáûâàåò, ïåðåõîäÿ â äðóãèå �îðìû, íàïðè-

ìåð â òåïëîòó (dissipatio � ðàññåèâàíèå, èñ÷åçíîâåíèå (ëàò.)).

Äèñïåðñèÿ (dispersio � ðàññåÿíèå (ëàò.)) � çàâèñèìîñòü �àçîâîé ñêîðîñòè

ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû îò åå ÷àñòîòû. �àðìîíè÷åñêàÿ (ïëîñêàÿ) âîëíà:

eiwt−ikx , (1.4)

ãäå ω � ÷àñòîòà, k � âîëíîâîé âåêòîð,

ω(k) = kv(k) (1.5)

v(k) � �àçîâàÿ ñêîðîñòü. �ðóïïîâàÿ ñêîðîñòü=
∂ω

∂k
. Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

� óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ÷àñòîòó êîëåáàíèé ω è âîëíîâîé âåêòîð k: ω = ω(k).
Äèññèïàöèÿ ïðèâîäèò ê çàòóõàíèþ âîëíû, äèñïåðñèÿ � ê ðàñïîëçàíèþ è ïå-

ðåìåøèâàíèþ ïàêåòîâ, à íåëèíåéíûå ý��åêòû � ê óêðó÷åíèþ �ðîíòîâ. Ý��åêò

íåëèíåéíîñòè õîðîøî äåìîíñòðèðóåò áåçäèñïåðñíîå óðàâíåíèå ÊäÔ:

ut = 6uux, (1.6)

êîòîðîå ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. çàäà÷ó 1). Íàéäåì s èç óðàâíåíèÿ

s = x+ 6tu0(s),

ãäå u0(x) � íà÷àëüíîå äàííîå. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ (1.6) äàåòñÿ

ïîñðåäñòâîì

u(t, x) = u0(s(t, x)). (1.7)

�àññìîòðèì êàê ìîæíî ó÷åñòü ìàëóþ íåëèíåéíîñòü è äèñïåðñèþ. Âûäåëèì

èç îáùåãî ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ψ = ψ1(x − ct) + ψ2(x + ct) âîëíó,

ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ, ñêàæåì, íàïðàâî:

∂t ϕ−+c∂x ϕ− = 0. (1.8)

Ó÷òåì íåëèíåéíóþ ïîïðàâêó ê �àçîâîé ñêîðîñòè: v(k) = v0+v1k
2+v2k

4+. . ., òàê
÷òî çàêîí äèñïåðñèè ïðèíèìàåò âèä ω = ck − βk3 (÷ëåí ïîðÿäêà k2 îòñóòñòâó-
åò, ïîñêîëüêó ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äè��åðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèÿ ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè). Òàêîé çàêîí äèñïåðñèè äàåòñÿ

óðàâíåíèåì:

∂t ϕ−+c∂x ϕ− +β∂3x ϕ− = 0 (1.9)

Òåïåðü ââåäåì íåëèíåéíîñòü. Óðàâíåíèÿ (1.8) è (1.9) èìåþò âèä çàêîíîâ ñî-

õðàíåíèÿ: ∂tψ+∂xj = 0, ò.å.
∫
dxψ(x, t) ñîõðàíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Äîáàâèì ïåðâóþ

êâàäðàòè÷íóþ ïîïðàâêó ê j, ÷òî ñîõðàíèò ýòî ñâîéñòâî: j = cψ + β∂2xψ + α
2
ψ2
.

Òîãäà ∂tψ + c∂xψ + β∂3xψ + αψ∂xψ = 0, ÷òî ïîñëå çàìåíû x −→ x+ ct, ψ = −β
α
u

äàåò óðàâíåíèå ÊäÔ.
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1.1.3 �àçâèòèå òåîðèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Â 1954ã. Ôåðìè, Ïàñòà è Óëàì, èçó÷àÿ íà ÝÂÌ ïîâåäåíèå öåïî÷êè íåëèíåéíûõ

îñöèëëÿòîðîâ (÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ÊäÔ),

îáíàðóæèëè àíîìàëüíî ìåäëåííóþ ñòîõàñòèçàöèþ ýòîé ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû.

Â 1958ã. Ñàãäååâ ïîêàçàë, ÷òî â ïëàçìå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñîëèòîíû, à

�àðäíåð è Ìîðèêàâà â 1960 ã. ïîêàçàëè, ÷òî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ñèëüíóþ

ïëàçìó àíàëîãè÷íû ÊäÔ.

Â 1965ã. Çàáóñêè è Êðóñêàë, ýêñïåðèìåíòèðóÿ ñ ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè

ÊäÔ ïîêàçàëè, ÷òî ñîëèòîíû ñòàëêèâàþòñÿ óïðóãî è ââåëè ñàìî ïîíÿòèå �ñî-

ëèòîí�. Çàòåì áûëè îòêðûòû áåñêîíå÷íûå ñåðèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ñîëèòîíàìè ëþáûå (ýêñïîíåíöèàëüíî) ëî-

êàëèçîâàííûå íåëèíåéíûå âîëíû, êîòîðûå âçàèìîäåéñòâóþò ñ ïðî-

èçâîëüíûìè ëîêàëüíûìè âîçìóùåíèÿìè è âñåãäà âîññòàíàâëèâàþò

àñèìïòîòè÷åñêè ñâîþ �îðìó.

Â 1967ã. �àðäíåð, �ðèí, Êðóñêàë è Ìèóðà ïðåäëîæèëè ìåòîä ñïåêòðàëüíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

u(0, x) = u0(x), (1.10)

äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ, ãäå u0(x) � çàäàííîå íà÷àëüíîå äàííîå. Ñîâðåìåííûé âà-

ðèàíò ýòîãî ìåòîäà íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

Â 1968ã. Ëàêñ (Peter David Lax) îáîáùèë ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ è

âñêðûë àëãåáðàè÷åñêèé ìåõàíèçì, ëåæàùèé â îñíîâå ðàáîòû �àðäíåðà, �ðèíà,

Êðóñêàëà è Ìèóðû. Óðàâíåíèå ÊäÔ ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ Ëàêñà

Lt = [L,A] (1.11)

äëÿ ïàðû äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ L è A (ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî îïåðàòîðû

L è A îáðàçóþò ëàêñîâó ïàðó):

L = −∂2x + u , (1.12)

A = 4∂3x − 6u∂x − 3ux , (1.13)

ñì. Çàäà÷ó 2. Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, èìåííî ñîîòíîøåíèå (1.11) ëåæèò

â îñíîâå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ê íåëèíåéíûì ýâîëþöèîííûì

óðàâíåíèÿì. Ñàìî ñóùåñòâîâàíèå è êîíêðåòíûé âèä ýòèõ îïåðàòîðîâ, êîíå÷íî,

çàâèñÿò îò ðàññìàòðèâàåìîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Â 1971ã. �àðäåíåð, Çàõàðîâ è Ôàääååâ ïîñòðîèëè òåîðèþ óðàâíåíèÿ ÊäÔ êàê

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå èìååòñÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ,

ñîãëàñíî êîòîðîé ñèñòåìà, â êîòîðîé ÷èñëî èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ â èíâîëþöèè

ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû n, ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ ïðîèíòåãðèðîâà-

íà (ðåøåíà) ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè �àìèëüòîíà�ßêîáè.

Òàêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé. Òðàåêòîðèÿ òàêîé ñèñòåìû

â 2n-ìåðíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïîäõîäÿùèõ

ïåðåìåííûõ (ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë) êàê íàìîòêà íà n-ìåðíîì òîðå. Ñè-

ñòåìà, ÷èñëî èíòåãðàëîâ â êîòîðîé ìåíüøå ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû, ïðîÿâëÿåò
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õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå, òî åñòü òðàåêòîðèè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ áëèçêè-

ìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ìîãóò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñõîäèòüñÿ. Ïðè íåáîëü-

øîé äå�îðìàöèè èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû â íåèíòåãðèðóåìóþ n-ìåðíûé òîð â

2n-ìåðíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàçðóøàåòñÿ (�ðàçìûâàåòñÿ�), ïðåâðàùàÿñü,

íàïðèìåð â ñòðàííûé àòòðàêòîð.

Â 1971ã. Çàõàðîâ è Øàáàò ðåøèëè ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è íåëèíåéíîå

óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà! Â 1973ã. ìåòîä áûë ïðèìåíåí ñðàçó ê íåñêîëüêèì óðàâ-

íåíèÿì â ðàáîòå Àáëîâèöà, Êàóïà, Íüþýëëà è Ñèãóðà. Ïîñëå ýòèõ ðàáîò ñòàëî

ïîíÿòíî, ÷òî óðàâíåíèå ÊäÔ � íå åäèíñòâåííîå èíòåãðèðóåìîå óðàâíåíèå!!!

Â 1975ã. Çàõàðîâ è Øàáàò ïðåäëîæèëè ïðîöåäóðó îäåâàíèÿ.

Ïîìèìî óðàâíåíèÿ ÊäÔ â XIX âåêå áûëè èçâåñòíû: óðàâíåíèå sine-�îðäîí

è óðàâíåíèÿ Öèöåéêè. Äëÿ óðàâíåíèÿ sine-�îðäîí, âîçíèêàþùåãî ïðè îïèñàíèè

ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, áûë îòêðûò ñïîñîá ïîñòðî-

åíèÿ è �ðàçìíîæåíèÿ� ñîëèòîííûõ ðåøåíèé � ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà.

Â ñîçäàíèå è ðàçâèòèå òåîðèè ñîëèòîíîâ îãðîìíûé âêëàä âíåñëè øêîëû

Ôàääååâà è Íîâèêîâà.

1.2 Ìíîãîìåðíûå óðàâíåíèÿ.

�àññìîòðèì óðàâíåíèå Êàäîìöåâà�Ïåòâèàøâèëè (ÊÏ)

(ut − 6uux + uxxx)x = 3σ2uyy (1.14)

íà âåùåñòâåííóþ �óíêöèþ u(t, x, y). Çäåñü σ2 = ±1. Â ñëó÷àå σ2 = 1 ýòî óðàâíå-
íèå íàçûâàåòñÿ ÊÏI, à ïðè σ2 = −1 � ÊÏII. Óðàâíåíèå ÊÏ � îäèí èç îñíîâíûõ

ïðèìåðîâ â îáëàñòè èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå 2+1 èçìåðåíèé.
Â �èçè÷åñêèõ çàäà÷àõ îíî âîçíèêàåò â ñàìûõ ðàçíûõ êîíòåêñòàõ è äëÿ îáî-

èõ çíàêîâ σ2
. Ïðè ýòîì ñâîéñòâà ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé ñèëüíî çàâèñÿò îò

âûáîðà çíàêà. Îïåðàòîð Ëàêñà èìååò âèä

L = iσ∂y + ∂2x − u(x, y), σ = 1, i (1.15)

Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå ÊÏII, ò.å.

(ut − 6uux + uxxx)x = −3uyy. (1.16)

Åãî ïàðà Ëàêñà åñòü

L = −∂y + ∂2x − u(x, y), (1.17)

A = 4∂3x − 6u∂x − 3ux − 3

x∫

∞

dx′ uy(x
′, y), (1.18)

òàê ÷òî (1.16) ýêâèâàëåíòíî (1.11).

Çàäà÷à 1 Ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à Êîøè

ut = 6uux

u(0, x) = u0(x)

äëÿ áåçäèñïåðñíîãî óðàâíåíèÿ ÊäÔ (1.6) ðåøàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà (1.7).

Çàäà÷à 2 Äîêàçàòü, ÷òî (1.11), ãäå L è A äàíû â (1.12) è (1.13), ýêâèâàëåíò-

íî (1.1).
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2 Ëåêöèÿ

2.1 Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è

�àññìîòðèì òåïåðü ïîäðîáíåå ñõåìó ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è íà ïðèìåðå óðàâ-

íåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà. Ëàêñîâà ïàðà äëÿ íåãî äàíà â (1.12) è (1.13):

L = −∂2x + u , (2.1)

A = 4∂3x − 6u∂x − 3ux. (2.2)

Âàæíåéøåé îñîáåííîñòüþ ïàðû Ëàêñà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âðåìåíí�àÿ ïðîèçâîäíàÿ

íå âõîäèò â L-îïåðàòîð. Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü t êàê ïàðà-

ìåòð è èññëåäîâàòü ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýòîãî îïåðàòîðà, ò.å., èññëåäîâàòü

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

L y = λy , (2.3)

ãäå ìû ââåëè λ = −z2. Ýòî óðàâíåíèå íà �óíêöèþ y(t, x) åñòü ñïåêòðàëü-

íàÿ ïðîáëåìà äëÿ îïåðàòîðà (1.12), èíîãäà îíî òàêæå íàçûâàåòñÿ âñïîìîãà-

òåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷åé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (1.11)

(L−λ)(yt +A y) = 0 , (2.4)

ò.å. êîìáèíàöèÿ yt + A y òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.3), íî íå îáÿçàíà

áûòü íóëåì. Â òî æå âðåìÿ, óðàâíåíèå

yt = −A y (2.5)

ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì (2.3) â ñèëó (1.11). Çäåñü óìåñòíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî

ñîâìåñòíîñòü óðàâíåíèé îçíà÷àåò ëèøü íàëè÷èå èõ îáùåãî ðåøåíèÿ, íî îòíþäü

íå òî, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå îäíîãî èç íèõ áóäåò ðåøåíèåì è äðóãîãî.

Óðàâíåíèå (2.3) õîðîøî èçâåñòíî â �èçèêå: ýòî ñòàöèîíàðíîå îäíîìåðíîå

óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Âïðî÷åì, îíî òàêæå èññëåäîâàëîñü ìàòåìàòèêàìè åùå

â XIX âåêå (óðàâíåíèå Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ). Äëÿ íàñ âàæíî, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ

(2.3) ðàçðåøèìû ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Ïðÿìàÿ çàäà÷à: îïðåäå-

ëåíèå ïî ïîòåíöèàëó u äàííûõ ðàññåÿíèÿ, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì S. Èõ îïðå-

äåëåíèÿ è ñâîéñòâà áóäóò äàíû â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ. Îáðàòíàÿ çàäà÷à: âîñ-

ñòàíîâëåíèå ïîòåíöèàëà u ïî äàííûì ðàññåÿíèÿ. Ïðè ýòîì ìû ïîêàæåì êàê èç

óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî áûñòðîãî óáûâàíèÿ ïîòåíöèàëà íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñ-

êîíå÷íîñòè ðàâåíñòâà (2.4) è (2.5) ïðèâîäÿò ê ëèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì ïî t íà äàííûå ðàññåÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, êàê óæå ãîâîðèëîñü,

îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ â ïðèìåíåíèè ê òåîðèè íåëè-

íåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé äåìîíñòðèðóåòñÿ ñëåäóÿùåé äèàãðàììîé: Ïî

çàäàííîìó íà÷àëüíîìó äàííîìó u0(x) ñòðîÿòñÿ îòâå÷àþùèå åìó äàííûå ðàññå-

ÿíèÿ S0. Äàëåå, ÿâíî ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå âðåìåíí�îé ýâîëþöèè äëÿ ñïåêòðàëü-

íûõ äàííûõ, ò.å. ìû íàõîäèì äàííûå ðàññåÿíèÿ S(t). Ïî íèì, èñïîëüçóÿ óðàâ-

íåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, ìû âîññòàíàâëèâàåì ïîòåíöèàë u(t, x), êîòîðûé ââèäó

ýêâèâàëåíòíîñòè (1.11) è óðàâíåíèÿ ÊäÔ (1.1) åñòü ðåøåíèå ýòîãî íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ è ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ ñâåëîñü ê ðåøåíèþ òðåõ ëèíåéíûõ çàäà÷, îäíà èç êîòîðûõ ðåøàåòñÿ
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Çàäà÷à Êîøè

ut − 6uux + uxxx = 0
u(0, x) = u0(x)

Ïðÿìàÿ

çàäà÷à

Äàííûå ðàññåÿíèÿ

ïðè t = 0:
S0

Ýâîëþöèÿ ïî t
(ðåøàåòñÿ ÿâíî)

Äàííûå ðàññåÿíèÿ

ïðè ïðîèçâîëüíîì t:
S(t)

Îáðàòíàÿ

çàäà÷à

�åøåíèå

çàäà÷è Êîøè

u(t, x)

ÿâíî! Êàê ìû âèäèëè ðàíåå, âåñü ìåòîä îñíîâàí èìåííî íà ðàçðåøèìîñòè îá-

ðàòíîé çàäà÷è. Ýòî � îñíîâíîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà. Î÷åâèäíî, ÷òî

äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) åñòü è ãîðàçäî áîëåå ïðîñòàÿ �ëàêñîâà ïàðà�:

L = ∂x + u, A = 3u2 − uxx, (2.6)

äëÿ êîòîðîé òàêæå ðàâåíñòâî (1.11) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèÿ ÊäÔ (1.1). Îäíàêî,

òàêîé L-îïåðàòîð � ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ îïåðàòîðà ∂x:

L = exp

(
−
∫ x

u(x)

)
∂x exp

(
−
∫ x

u(x)

)
,

ãäå â îòëè÷èè îò ðàññìîòðåííîãî ðàíåå îïåðàòîðà K îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ. Ïîýòîìó òàêîé îïåðàòîð L èìååò òðèâèàëü-

íûé ñïåêòð, íå çàâèñÿùèé îò u(x), è ñîîòâåòñòâåííî, îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ íåãî

íå èìååò ñìûñëà. Îòìåòèì, ÷òî òàêîãî ðîäà áåñïîëåçíûå �ïàðû Ëàêñà� ìîãóò

áûòü âûïèñàíû äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ â ëþáîì ÷èñëå èçìåðåíèé. Ïîýòîìó, ãî-

âîðÿ îá èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèÿõ, ìû âñåãäà áóäåì èìåòü ââèäó íàëè÷èå äëÿ

íèõ ëàêñîâîé ïàðû, â êîòîðîé äëÿ îïåðàòîðà L îñìûñëåíû ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ

çàäà÷è.
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3 Ëåêöèÿ

3.1 �åøåíèÿ Éîñòà

Èòàê, ìû íà íåêîòîðîå âðåìÿ îïóñêàåì ÿâíóþ çàâèñèìîñòü îò t è ïðèñòóïàåì

ê èññëåäîâàíèþ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è íà âñåé îñè (−∞ < x < +∞) äëÿ âåùå-

ñòâåííîãî, (u(x) ∈ R), íåïðåðûâíîãî è óáûâàþùåãî ïðè áîëüøèõ x (u(x) → 0,
|x| → ∞) ïîòåíöèàëà. Èç ñòàíäàðòíîãî êóðñà êâàíòîâîé ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî

íåïðåðûâíûé ñïåêòð óðàâíåíèÿ (2.3) ñ îïåðàòîðîì (1.12) (óðàâíåíèå Øðåäèí-

ãåðà, óðàâíåíèå Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ) ëåæèò íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè λ ≥ 0
ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà è ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíî âûðîæäåííûì. Ìû ðàññìàòðè-

âàåì êëàññ ïîòåíöèàëîâ

∫
dx|u(x)|(1 + |x|) <∞ , (3.1)

ïðè÷åì, êàê è ðàíåå, ìû èñïîëüçóåì ñèìâîë

∫
â ñìûñëå

+∞∫
−∞

. Â äàëüíåéøåì

ìû áóäåì ïîëó÷àòü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû è ïðè áîëåå æåñòêîì óñëîâèè íà

ïîòåíöèàë:

u(x) = O

(
1

x2+ǫ

)
äëÿ íåêîòîðîãî ǫ > 0 . (3.2)

Íàì áóäåò òàêæå óäîáíî äàëåå îáîçíà÷àòü ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð λ = k2 (ò.å.
z = ik), òàê ÷òî óðàâíåíèå (2.3) ïðèîáðåòàåò âèä

−yxx + u(x)y = k2y , −∞ < x < +∞ , (3.3)

ïðè ýòîì èìåííî k ìû áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì.

Ïóñòü k ∈ R. Ââåäåì äâà ñïåöèàëüíûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.3), çàäàâ èõ

àñèìïòîòèêàìè íà îòðèöàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé áåñêîíå÷íîñòÿõ, ñîîòâåò-

ñòâåííî:

ϕ+(x, k) = e−ikx + o(1) , x → −∞, (3.4)

ϕ−(x, k) = e−ikx + o(1) , x→ +∞. (3.5)

Ýòè ðåøåíèÿ èçâåñòíû â ëèòåðàòóðå êàê ðåøåíèÿ Éîñòà. Ââèäó âåùåñòâåííî-

ñòè ïîòåíöèàëà u(x) è ïàðàìåòðà k êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå �óíêöèè ϕ+(x, k)
è ϕ−(x, k) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (3.3). Ïðè÷åì â ñèëó ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé (3.4), (3.5)

ϕ±(x, k) = ϕ±(x,−k).k ∈ R (3.6)

×òîáû óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè âñåõ ââåäåííûõ ðåøåíèé, çàìåòèì, ÷òî äè�-

�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.3) ñîâìåñòíî ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3.4) èëè

(3.5), ñîîòâåòñòâåííî, ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì

ϕ±(x, k) = e−ikx +

x∫

∓∞

dx′
sin k(x− x′)

k
u(x′)ϕ±(x

′, k). (3.7)

Çàäà÷à 3. Ýòè óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò êëàññó Âîëüòåððà, à ïîòîìó îäíîçíà÷íî

ðàçðåøèìû ïðè óñëîâèè (3.1) íà ïîòåíöèàë. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå �óíêöèè

χ±(x, k) = eikxϕ±(x, k), (3.8)
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óäîâëåòâîðÿþùèå äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

−χ±,xx(x, k) + 2ikχ±,x + u(x)χ± = 0 . (3.9)

Òîãäà âìåñòî (3.7) ìû èìååì

χ±(x, k) = 1 +

∫ x

∓∞

dx′
e2ik(x−x′) − 1

2ik
u(x′)χ±(x

′, k) . (3.10)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ðàâåíñòâî ïðè âåðõíåì (íèæíåì) çíàêå äîïóñêàåò àíàëè-

òè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà âåðõíþþ (íèæíþþ) ïîëóïëîñêîñòü k ∈ C, Imk ≥ 0
(ñîîòâåòñòâåííî, k ∈ C, Imk ≤ 0, ïîñêîëüêó ýêñïîíåíòû â ïîäûíòåãðàëüíûõ âû-

ðàæåíèÿõ â ýòèõ îáëàñòÿõ óáûâàþò. Ñâîéñòâà ýòèõ �óíêöèé äàþò ñëåäóþùèå

ëåììû.

Ëåììà 3.1 (Ôàääååâ) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà K, ÷òî:

| χ+(x, k)− 1 |≤ K
1

|k|

x∫

−∞

dx′|u(x′)| , Imk ≥ 0 (3.11)

| χ+(x, k)− 1 |≤ K

x∫

−∞

dx′|x′u(x′)| , Imk ≥ 0

| ∂xχ+(x, k) |≤ K

x∫

−∞

dx′|u(x′)| , Imk ≥ 0

Êðîìå òîãî, �óíêöèÿ χ+,k(x, k) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà ïî k ∈ C, Imk ≥
0 çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, òî÷êè k = 0. Ïðè ýòîì âûïîëíåíà îöåíêà:

| ∂kχ+(x, k) |≤
K

|k| , Imk ≥ 0 (3.12)

Ëåììà 3.2 Ñóùåñòâóåò

lim
x→+∞

χ+(x, k) = 1− 1

2ik

∫
dyχ+(y, k)u(y) (3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå χ+(x, k) îãðàíè÷åíà ïðè âñåõ −∞ ≤
x ≤ +∞, k ∈ C, Imk ≥ 0. Òîãäà

lim
x→+∞

x∫

−∞

dye2ik(x−y)χ+(y, k)u(y) =

= lim
x→+∞

0∫

−∞

dye−2ikyχ+(y + x, k)u(y + x) = 0

â ñèëó (3.2). Òåïåðü (3.13) ñëåäóåò â ñèëó (3.10).

Çàäà÷à 3 Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (3.7) ýêâèâàëåíòíî (3.3) è óñëîâèþ (3.4)

èëè (3.5), ñîîòâåòñòâåííî.
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3.2 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé Éîñòà ïî k.

Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (3.10) ïîçâîëÿþò óòî÷íèòü óêàçàííîå â Ëåììå 3.1

àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïî k. Äåéñòâèòåëüíî, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ñëàãà-

åìûå ñ ýêñïîíåíòàìè óáûâàþò, à ïîòîìó ïî (3.11):

χ±(x, k) = 1− 1

2ik

x∫

∓∞

dx′u(x′) + o

(
1

k

)
, k ∈ C, Imk ≷ 0. (3.14)

Ýòè �îðìóëû ïîçâîëÿþò âîññòàíîâèòü ïîòåíöèàë u(x) (òî÷íåå ãîâîðÿ, åãî ïåð-
âîîáðàçíóþ) ïî èçâåñòíûì ðåøåíèÿì Éîñòà.

Óêàæåì òàêæå îáîáùåíèå íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé ñîîòíîøåíèé (3.6):

ϕ±(x, k) = ϕ±(x,−k), Imk R 0, (3.15)

÷òî ñëåäóåò èç óêàçàííûõ ñâîéñòâ àíàëèòè÷íîñòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóïëîñ-

êîñòÿõ. Â ÷àñòíîñòè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ÷èñòî ìíèìûõ k = ip, Imp = 0
ðåøåíèÿ Éîñòà âåùåñòâåííû:

Imϕ±(x,±ip) = 0, p ≥ 0 (3.16)

Ëèòåðàòóðà:

Â.Å.Çàõàðîâ, Ñ.Â.Ìàíàêîâ, Ñ.Ï.Íîâèêîâ, Ë.Ï.Ïèòàåâñêèé, �Òåîðèÿ ñîëèòî-

íîâ: Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è�, �Íàóêà�, 1980.

Ô.Êàëîäæåðî, À.Äåãàñïåðèñ, �Ñïåêòðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñîëèòîíû�,

�Ìèð�, 1985.
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4 Ëåêöèÿ

4.1 Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè

Ïàðû ðåøåíèé ϕ, ϕ è ϕ−, ϕ− ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè âåùåñòâåííûõ k, îòëè÷-
íûõ îò íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

W (f, g) = fgx − fxg (4.1)

îçíà÷àåò âðîíñêèàí �óíêöèé f è g. Îáðàùåíèå âðîíñêèàíà â íîëü ýêâèâàëåíòíî
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè �óíêöèé f è g. Õîðîøî èçâåñòíî (Çàäà÷à 4), ÷òî åñëè f è

g óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (3.3), òî

∂xW (f, g) = 0 . (4.2)

òàêèì îáðàçîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé âðîíñêèàíîâ ðåøåíèé Éîñòà ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ èõ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì (3.4) è (3.5), ÷òî äàåò (Çàäà-

÷à 5)

W (ϕ+, ϕ+) = W (ϕ−, ϕ−) = 2ik . (4.3)

Èòàê ïðè k 6= 0 ðåøåíèå ϕ+ ëèíåéíî íåçàâèñèìî îò ϕ+ è àíàëîãè÷íî äëÿ ïàðû

ϕ−, ϕ−. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (3.3), êàê è âñÿêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà,

ìîæåò èìåòü íå áîëåå äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, òî êàæäàÿ èç ýòèõ

ïàð îáðàçóåò ïîëíûé íàáîð. Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ (ò.å. íå çà-

âèñÿùàÿ îò x) (ïðèâåäåííàÿ) ìàòðèöà ìîíîäðîìèè T (k) òàêàÿ, ÷òî
(
ϕ+(x, k)
ϕ+(x, k)

)
= T (k)

(
ϕ−(x, k)
ϕ−(x, k)

)
, k ∈ R , (4.4)

ãäå

T (k) =

(
a(k) b(k)

b(k) a(k)

)
, (4.5)

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî âòîðàÿ ñòðîêà â (4.4) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé ê

ïåðâîé. Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèì îáñóæäåíèåì òî÷êó k = 0
ìû â äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì îòäåëüíî.

Ïåðâàÿ ñòðîêà ðàâåíñòâà (4.4) èìååò âèä

ϕ+(x, k) = a(k)ϕ−(x, k) + b(k)ϕ−(x, k) , k ∈ R , (4.6)

÷òî ââèäó (3.6), ò.å. â ñèëó âåùåñòâåííîñòè ïîòåíöèàëà u(x), îçíà÷àåò, âûïîë-
íåíèå ñîîòíîøåíèé

a(k) = a(−k) , b(k) = b(−k) , k ∈ R (4.7)

äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå

ýòèõ ýëåìåíòîâ ÷åðåç ïîòåíöèàëû è ðåøåíèÿ Éîñòà, çàïèøåì (3.7) êàê

ϕ+(x, k) = e−ikx +
eikx

2ik

∫
dx′ e−ikx′

ϕ+(x
′, k)u(x′)−

− e−ikx

2ik

∫
dx′ eikx

′

ϕ+(x
′, k)u(x′)−

−
+∞∫

x

dx′
sin k(x− x′)

k
ϕ+(x

′, k)u(x′) . (4.8)
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Òîãäà â ñèëó (4.6)

a(k)ϕ−(x, k) + b(k)ϕ−(x, k) = e−ikx

(
1− 1

2ik

∫
dx′eikx

′

ϕ+(x
′, k)u(x′)

)
+

+
eikx

2ik

∫
dx′e−ikx′

ϕ+(x
′, k)u(x′) +

+a(k)
(
ϕ−(x, k)− e−ikx

)
+

+b(k)
(
ϕ−(x, k)− eikx

)
,

òàê ÷òî

a(k) = 1− 1

2ik

∫
dyeikyϕ+(y, k)u(y) ≡ 1− 1

2ik

∫
dyχ+(y, k)u(y) (4.9)

è

b(k) =
1

2ik

∫
dye−ikyϕ+(y, k)u(y) . (4.10)

Ââèäó äîêàçàííîé ðàíåå àíàëèòè÷íîñòè χ+ â îáëàñòè Imk > 0, âèäíî, ÷òî è

�óíêöèÿ a(k) òàêæå àíàëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è çàäàåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì (4.9) ïðè Imk ≥ 0. ×òî êàñàåòñÿ �óíêöèè b(k), òî îíà, âîîáùå ãîâîðÿ,

íå ïðîäîëæàåòñÿ ñ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé Imk = 0. Äëÿ åå ïðîäîëæèìîñòè â

êîìïëåêñíóþ îáëàñòü ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, íàïðèìåð, ÷òîáû ïîòåíöèàë u(x)
óáûâàë ñ ðîñòîì x áûñòðåå ëþáîé ëèíåéíîé ýêñïîíåíòû, ÷òî ñèëüíî ñóæàåò

êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîòåíöèàëîâ, à ïîòîìó ìû íå áóäåì íàêëàäûâàòü ýòî

óñëîâèå.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (3.11)

a(k) = 1 +O

(
1

k

)
, k → ∞ , Imk > 0 (4.11)

à â ñèëó (3.13)

a(k) = lim
x→+∞

χ+(x, k) (4.12)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè Imk ≥ 0 ïðåäñòàâëåíèÿ

a(k) = 1− 1

2ik

∫
dye−ikyϕ−(y, k)u(y) = 1− 1

2ik

∫
dyχ−(y, k)u(y), (4.13)

ãäå, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèì, �óíêöèÿ ϕ−(x, k) àíàëèòè÷íà â âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè ïåðåìåííîé k, ïîñêîëüêó ϕ−(x, k) ≡ ϕ−(x, k) è àíàëîãè÷íî χ−.

Êðîìå òîãî:

b(k) =
1

2ik

∫
dye−iky ϕ−(y, k)u(y) , Imk = 0 , (4.14)

ñì. Çàäà÷ó 6.

4.2 Ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèé a(k) è b(k) ïîêàçûâàþò, ÷òî â òî÷êå k = 0
îáå îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, èìåþò ïîëþñíóþ îñîáåííîñòü:

a(k) =
ic

k
+O(1) , b(k) =

−ic
k

+O(1) , k → 0 , (4.15)
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ïðè÷åì â ñèëó (4.9) èëè (4.10)

c =
1

2

∫
dyϕ+(y, 0)u(y) , (4.16)

÷òî âåùåñòâåííî â ñèëó âåùåñòâåííîñòè ïîòåíöèàëà è (3.6), ò.å. îïÿòü-òàêè â

ñèëó âåùåñòâåííîñòè ïîòåíöèàëà. Òîãäà, ìû âèäèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4.6) âû-

ïîëíÿåòñÿ è â òî÷êå k = 0: ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ïðè k → 0 ñóùåñòâóåò ïî

Ëåììå (3.1), à ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò îïÿòü æå â ñèëó ýòîé Ëåììû,

óñëîâèÿ (3.6) è (4.15) è ðàâåí

ϕ+(x, 0) = 2ic ϕ−,k(x, 0) + c̃ ϕ−(x, 0) , (4.17)

ãäå c̃ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïî óñëîâèþ íîðìèðîâêè (3.5): ϕ−,k(x, 0) = −ix +
O(1) ïðè x → +∞. Òàêèì îáðàçîì ðàâåíñòâî (4.15) èìååò ïðîçðà÷íûé ñìûñë:

ðåøåíèå, îãðàíè÷åííîå íà ëåâîì êîíöå îñè x-îâ (ϕ(x, 0) → 1 ïðè x → −∞),

íà ïðàâîì êîíöå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ëèíåéíî ðàñòóùåãî

(ϕ−,k(x, 0)) è îãðàíè÷åííîãî (ϕ−(x, 0)) ðåøåíèé. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëîâ
îáùåãî ïîëîæåíèÿ c 6= 0. Åñëè æå âûïîëíåíî óñëîâèå c = 0, ò.å. êàæäîå ðåøå-
íèå îãðàíè÷åííîå íà ëåâîì êîíöå îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì è íà ïðàâîì (ëåãêî

óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è â ñëó÷àå, åñëè `ëåâîå' è `ïðà-

âîå' ïîìåíÿòü ìåñòàìè), íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëàìè ñ êâàçèóðîâíåì ïðè

íóëåâîé ýíåðãèè.

Ïðåäåë ìàëûõ u. Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ïîòåíöèàëó u ýëåìåíò b(k) ìàòðè-
öû ìîíîäðîìèè ïåðåõîäèò â ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîòåíöèàëà, êàê ñëåäóåò

èç (4.10):

b(k) =
1

2ik

∫
dye−2ikyu(y) +O(u2) (4.18)

Ýëåìåíòû a è b ìàòðèöû ìîíîäðîìèè íå íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïîä-

ñòàâëÿÿ (4.6) â ïåðâîå ðàâåíñòâî â (4.3), ìû â ñèëó âòîðîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

óíèìîäóëÿðíîñòü ìàòðèöû ìîíîäðîìèè (Çàäà÷à 7)

det T (k) ≡ |a(k)|2 − |b(k)|2 = 1 , k ∈ R . (4.19)

Òîãäà îáðàòíàÿ ìàòðèöà T (k)−1
ðàâíà

T (k)−1 =

(
a(k) −b(k)
−b(k) a(k)

)
(4.20)

à îáðàùåíèå ðàâåíñòâà (4.6) èìååò âèä

ϕ−(x, k) = a(k)ϕ+(x, k)− b(k)ϕ+(x, k) , k ∈ R . (4.21)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó, íàïðèìåð, ðàâåíñòâ (4.6) è (4.3) ýëåìåíòû ìàò-

ðèöû ìîíîäðîìèè òàêæå ìîãóò áûòü âûðàæåíû ïîñðåäñòâîì ñîîòâåòñòâóþùèõ

âðîíñêèàíîâ:

a(k) =
W (ϕ+(x, k), ϕ−(x, k))

2ik
, k ∈ C , Imk ≥ 0 , (4.22)

b(k) =
W (ϕ+(x, k), ϕ−(x, k))

−2ik
, k ∈ R . (4.23)
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Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (4.22) äàåò åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî àíàëèòè÷åñêîé ïðî-

äîëæèìîñòè a(k) â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Ïðè ýòîì, êàê îáû÷íî, ìû ïîíèìà-

åì ϕ−(x, k) êàê àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå �óíêöèè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé

ê ϕ−. Èíûìè ñëîâàìè: ϕ−(x, k) ≡ ϕ−(x, k).

Çàäà÷à 4 Ïóñòü f(x) è g(x) � ïðîèçâîëüíûå, äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåí-

öèðóåìûå �óíêöèè x ∈ R.

1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ òàêèõ f è g, óäîâëåòâîðÿþùèõ (3.3), âûïîë-

íåíî (4.2).

2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ òàêèõ f è g, óäîâëåòâîðÿþùèõ (4.2), íàéäåòñÿ
òàêàÿ �óíêöèÿ u(x), ÷òî âûïîëíåíî (3.3).

Çàäà÷à 5 Äîêàçàòü (4.3).

Çàäà÷à 6 Äîêàçàòü (4.13) è (4.14).

Çàäà÷à 7 Äîêàçàòü (4.19).
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5 Ëåêöèÿ

5.1 Èíòåðïðåòàöèÿ â òåðìèíàõ äàííûõ ðàññåÿíèÿ

�àññìîòðèì íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà:

iϕ̃t = L ϕ̃

Âíèìàíèå! `Âðåìÿ' t â ýòîì óðàâíåíèè íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê âðå-

ìåííîé ýâîëþöèè óðàâíåíèÿ ÊäÔ.

Íà ïðîñòðàíñòâåííûõ áåñêîíå÷íîñòÿõ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

ïëîñêèõ âîëí: ϕ̃(t, x, k) = e−i(ωt±kx) + o(1), ãäå ω = k2. Âåðõíèé çíàê îòâå÷àåò

ïðè k > 0 âîëíå, äâèæóùåéñÿ ñïðàâà íàëåâî, à íèæíèé çíàê � ñëåâà íàïðàâî.

Â òî æå âðåìÿ, ó÷èòûâàÿ (3.5) è (4.6) ìû èìååì ïðè x→ +∞:

ϕ+(x, k)

a(k)
= e−ikx +

b(k)

a(k)
eikx + o(1) ,

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ïàäàþùåé, à âòîðîå � îòðàæåííîé âîëíàìè.

Èìåííî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè ïàäàþùåé âîëíå áûë åäèíè÷íûé êîý��èöèåíò,

ìû ïîäåëèëè ϕ+ íà a. Çàìåòèì, ÷òî òåðìèíîëîãèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, êîíå÷íî,

âîçíèêëà èç ðàññìîòðåíèÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèí-

ãåðà, ÷òî îáúÿñíÿåò âîçíèêíîâåíèå íàçâàíèé âîëí: äåéñòâèòåëüíî, ïàäàþùåé â

òàêîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âîëíà, ïðèõîäÿùàÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé áåñêîíå÷íîñòè, ò.å.

èç îáëàñòè áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ðàäèóñîâ. Àíàëîãè÷íî ïðè x → −∞ ïîëó÷àåì

ïðîøåäøóþ âîëíó:

ϕ+(x, k)

a(k)
=
e−ikx

a(k)
+ o(1) .

Òàêèì îáðàçîì åñòåñòâåííî ââåñòè âåëè÷èíû

t(k) =
1

a(k)
, r(k) =

b(k)

a(k)
, (5.1)

íàçûâàåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, êîý��èöèåíòàìè ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæå-

íèÿ. Ââåäåííûå âåëè÷èíû íå íåçàâèñèìû. Â ñèëó (4.19):

|t(k)|2 + |r(k)|2 = 1 , (5.2)

à â ñèëó (4.7):

t(k) = t(−k) , r(k) = r(−k) . (5.3)

Âûïîëíåíû, òàêæå, ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

|r(k)| < 1 , k 6= 0 , (5.4)

r(k) = O

(
1

k

)
, |k| → ∞ , (5.5)

∫
dx(1 + |x|)|Bx(x)| <∞ , ãäå B(x) =

∫
dk eikxb(k) , (5.6)

êîòîðûå ìû ïðèâîäèì çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñè-

ëó (4.19) è (5.1)

|a(k)|2 = 1

1− |r(k)|2 (5.7)
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5.2 Öåëîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

Ââåäåì åùå îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, ïîëåçíîå ïðè ïîñòðî-

åíèè �óíêöèè �ðèíà ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü s(x, y, k) óäîâëåòâîðÿåò ïî x óðàâ-
íåíèþ (3.3) è çàäàíî ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â òî÷êå x = y:

s(x, x, k) = 0 ,

sx(x, y, k)
∣∣∣
x=y

= 1 . (5.8)

Ýòî ðåøåíèå çàäàåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì

s(x, y, k) =
sin k(x− y)

k
+

∫ x

y

dx′
sin k(x− x′)

k
u(x′)s(x′, y, k) (5.9)

è, êàê ëåãêî âèäåòü, îïðåäåëÿåò öåëóþ �óíêöèþ k ïðè âñåõ k ∈ C. Â ñèëó ýòîãî

óðàâíåíèÿ

s(x, y,−k) = s(x, y, k) , k ∈ C , (5.10)

s(x, y, k) = s(x, y, k) , (5.11)

ò.å. �óíêöèÿ s(x, y, k) âåùåñòâåííà ïðè âåùåñòâåííîì k.
Ëåãêî òàêæå ïðîâåðèòü (Çàäà÷à 8), ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâ (4.6), (4.3), (4.22),

(4.23) è (4.21) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

s(x, y, k) =





ϕ+(x, k)ϕ−(y, k)− ϕ+(y, k)ϕ−(x, k)

−2ika(k)
, ïðè Imk ≥ 0 ,

ϕ+(x, k)ϕ−(y, k)− ϕ+(y, k)ϕ−(x, k)

2ika(k)
, ïðè Imk ≤ 0 ,

ϕ+(x, k)ϕ+(y, k)− ϕ+(y, k)ϕ+(x, k)

−2ik
, ïðè k ∈ R ,

ϕ−(x, k)ϕ−(y, k)− ϕ−(y, k)ϕ−(x, k)

−2ik
, ïðè k ∈ R .

(5.12)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, íàïðèìåð, ïåðâîãî ðàâåíñòâà âûáåðåì k â âåðõíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè. Â ñèëó (4.22) ïîëíûé íàáîð ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ (3.3) â ýòîì ñëó÷àå åñòü ϕ+(x, k) è ϕ−(x, k). Ïîñêîëüêó s(x, y, k) òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò (ïî x) óðàâíåíèþ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, òî íàéäóòñÿ òàêèå, íåçà-

âèñÿùèå îò x, �óíêöèè α(y, k), β(y, k), ÷òî

s(x, y, k) = ϕ+(x, k)α(y, k) + ϕ−(x, k)β(y, k).

Òîãäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

ϕ+(x, k)α(x, k) + ϕ−(x, k)β(x, k) = 0,

ϕ+,x(x, k)α(x, k) + ϕ−,x(x, k)β(x, k) = 1,

îòêóäà

α(y, k) =
−ϕ−(y, k)

W [ϕ+(y, k), ϕ−(y, k)]
, β(y, k) =

ϕ(y, k)

W [ϕ+(y, k), ϕ−(y, k)]

Òåïåðü ïåðâîå ðàâåíñòâî â (5.12) ñëåäóåò èç (4.22). Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà äîêà-

çûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî, ëèáî ñëåäóþò èç (4.6) è (4.21). Çàìåòèì, ÷òî ïîïóòíî ìû

äîêàçàëè, ÷òî s(x, y, k) óäîâëåòâîðÿåò (3.3) ïî ïåðåìåííîé y.
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Äëÿ äåìîíñòðàöèè ïîëåçíîñòè ðåøåíèÿ s(x, y, k) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé

ïðèìåð. Ïóñòü ϕ̃+(x, k) � ðåøåíèå Éîñòà, çàäàííîå óñëîâèåì (3.4) è îòâå÷àþ-

ùåå íåêîòîðîìó íîâîìó ïîòåíöèàëó ũ. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ íåãî ìîæíî
çàïèñàòü êàê çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ íà �îíå èñõîäíîãî ïîòåíöèàëà u:

ϕ̃+(x, k) = ϕ+(x, k) +

x∫

−∞

dys(x, y, k) (ũ(y)− u(y)) ϕ̃+(y, k) . (5.13)

Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ �óíê-

öèé Éîñòà:

δϕ+(x, k)

δu(y)
= s(x, y, k)ϕ+(y, k)θ(x− y), (5.14)

δ ϕ−(x, k)

δu(y)
= −s(x, y, k)ϕ−(y, k)θ(y − x), (5.15)

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî âûâåäåíî àíàëîãè÷íî.

5.3 Äèñêðåòíûé ñïåêòð

�àññìîòðèì äèñêðåòíûé ñïåêòð:

L yn(x) = λnyn(x) , (5.16)

ãäå yn(x) 6≡ 0 è yn(x) ∈ L2: ∫
dx|yn(x)|2 <∞ (5.17)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð L � ñàìîñîïðÿæåííûé, òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùå-

ñòâåííû. Äåéñòâèòåëüíî,

λn

∫
dx|yn(x)|2 =

∫
dxyn(x)L yn(x) = λn

∫
dx|yn(x)|2 ,

òàê ÷òî

λn = λn . (5.18)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λn = k2 ≥ 0. Òîãäà, êàê ìû çíàåì, ðåøåíèÿ îñöèëëèðóþò

íà áåñêîíå÷íîñòè êàê ∼ eikx (èëè èìåþò ëèíåéíîå ïîâåäåíèå ïðè k = 0), à òåì
ñàìûì íå ïðèíàäëåæàò L2. Èòàê

λn = −κ2n, (5.19)

ïðè÷åì äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

κn > 0. (5.20)

Ïóñòü p ∈ R è ïóñòü p > 0. Êàê ìû çíàåì:

lim
x→−∞

ϕ+(x, ip) = 0, lim
x→+∞

ϕ−(x,−ip) = 0. (5.21)

Íà ïðîòèâîïîëîæíûõ áåñêîíå÷íîñòÿõ:

ϕ+(x, ip) = a(ip)epx + o(epx) , p > 0 , x→ +∞ , (5.22)

ϕ−(x,−ip) = a(ip)e−px + o(e−px) , p > 0 , x→ −∞ . (5.23)
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Èòàê, äëÿ óáûâàíèÿ îäíîãî èç ýòèõ ðåøåíèé (à òîãäà è îáîèõ) íà îáîèõ áåñêî-

íå÷íîñòÿõ íåîáõîäèìî, ÷òîáû

a(iκn) = 0 . (5.24)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ϕ+,n(x) = ϕ+(x, iκn) , ϕ−,n(x) = ϕ−(x, iκn) = ϕ−(x,−iκn) . (5.25)

Ââèäó (5.24) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó, ò.å.

ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû bn, ÷òî

ϕ+,n(x) = bn ϕ−,n(x) , (5.26)

ïðè÷åì â ñèëó âåùåñòâåííîñòè ðåøåíèé, ýòè êîíñòàíòû òàêæå âåùåñòâåííû.

Òåïåðü â ñèëó (5.26) ìû âèäèì, ÷òî óñëîâèå (5.24) òàêæå è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ϕ+,n(x) èëè ϕ−,n(x) áûëè ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè, ïîñêîëüêó îíè ñòðåìÿòñÿ

ê íóëþ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ áåñêîíå÷íîñòÿõ:

ϕ+,n(x) =

{
bne

−κnx, x→ +∞
eκnx, x→ −∞ (5.27)

�àâåíñòâî (5.24) îïðåäåëÿåò κn êàê óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ óáûâàþùåãî ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ

(L+κ2n)ϕ+,n(x) = 0 . (5.28)

Çàäà÷à 8 Äîêàçàòü (5.12).
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6 Ëåêöèÿ.

6.1 Ïðîñòîòà íóëåé a(k)

Ïîêàæåì, ÷òî íóëè a(k) ïðîñòûå. Ïðîäè��åðåíöèðóåì äëÿ ýòîãî ïî k óðàâíåíèå
Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ íà ðåøåíèå Éîñòà. Òîãäà

(L+κ2n)ϕ+,k(x, iκn) = 2iκn ϕ+(x, iκn) . (6.1)

Â ñèëó (3.8) è (4.12) ìû èìååì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

lim
x→+∞

eikx ϕ+(x, k) = a(k), Imk > 0, (6.2)

òàê ÷òî

ϕ+,k(x, iκn) = a′(iκn)e
κnx + o(eκnx) , x→ +∞, (6.3)

õîòÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòó àñèìïòîòèêó ñëåäóåò âûâîäèòü èç (4.8), ÷òîáû èçáåæàòü

ïðåäïîëîæåíèÿ î äè��åðåíöèðóåìîñòè àñèìïòîòèêè (6.2). Òåïåðü, ïåðåáðàñû-

âàÿ â ñèëó (6.2) è (6.3) ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷àåì

∫
dxϕ+(x, iκn)∂

2
x ϕ+,k(x, iκn) = 2bnκna

′(iκn) +

∫
dxϕ+,k(x, iκn)∂

2
x ϕ+(x, iκn),

òàê ÷òî ïî (6.1)

∫
dxϕ+(x, iκn) (L+κ2n)ϕ+,k(x, iκn) = −2κna

′(iκn)bn .

Òîãäà ∫
dxϕ+(x, iκn)

2 = ia′(iκn)bn .

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíà, òàê ÷òî Im(ia′(iκn)) = 0 è

a′(iκn) 6= 0 , (6.4)

ïðè÷åì

sgn(ia′(iκn)) = sgn bn . (6.5)

Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî s(x, y, k) íå èìååò îñîáåííîñòåé ïðè k = iκn.

6.2 Ôîðìóëà Ñîõîöêîãî�Ïëåìåëÿ.

Çäåñü íàì ïîòðåáóåòñÿ èçâåñòíàÿ �îðìóëà Ñîõîöêîãî�Ïëåìåëÿ, êîòîðóþ ìû

âûâåäåì â âåñüìà óïðîùåííîì ñëó÷àå. Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ, íåïðåðûâíî
äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ x ∈ R, èíòåãðèðóåìàÿ íà âñåé îñè. �àññìîòðèì∫ dx f(x)

x±iǫ
, ãäå ǫ > 0. Íàñ èíòåðåñóåò ïðåäåë ýòîãî èíòåãðàëà ïðè ǫ→ 0. Çàïèøåì

∫
dx f(x)

x± iǫ
=

∫

|x|>1

dx f(x)

x± iǫ
+

1∫

−1

dx
f(x)− f(0)

x± iǫ
+ f(0)

1∫

−1

dx
1

x± iǫ
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè, åñëè îí ñóùåñòâóåò, ðàâåí

lim
ǫ→0

∫
dx f(x)

x± iǫ
=

∫

|x|>1

dx f(x)

x
+

1∫

−1

dx
f(x)− f(0)

x
+ f(0) lim

ǫ→0
log

1± iǫ

−1 ± iǫ
,
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ïîñêîëüêó ïåðâûå äâà èíòåãðàëà, î÷åâèäíî, ñõîäÿòñÿ, à òðåòèé èíòåãðàë ìû

âû÷èñëèëè ÿâíî, ãäå ëîãàðè�ì îïðåäåëåí ñ ðàçðåçîì ïî îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè

âåùåñòâåííîé îñè. Ýòîò ïðåäåë òàêæå ñóùåñòâóåò è ðàâåí

lim
ǫ→0

log
1± iǫ

−1± iǫ
= ∓iπ.

Ýòî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ëåâîé ÷àñòè. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëü-

íîå çíà÷åíèå ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü

∫
dx f(x)

x± i0
= lim

ǫ→0

∫
dx f(x)

x± iǫ
.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷å-

íèÿ, ìîæíî óïðîñòèòü ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå:

1∫

−1

dx
f(x)− f(0)

x
= lim

δ→+0

( −δ∫

−1

+

1∫

δ

)
dx
f(x)− f(0)

x
= p.v.

1∫

−1

dx f(x)

x
.

Ñóììèðóÿ âñå ñêàçàííîå, ìû ïðèõîäèì ê �îðìóëå Ñîõîöêîãî�Ïëåìåëÿ:

∫
dx f(x)

x± i0
= p.v.

∫
dx f(x)

x
∓ iπf(0), (6.6)

êîòîðóþ òàêæå ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå

1

x± i0
= p.v.

1

x
∓ iπδ(x), (6.7)

ãäå δ(x) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà � êëàññè÷åñêèé ïðèìåð îáîáùåííîé �óíê-

öèè.

6.3 Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå.

Âåðíåìñÿ ê èññëåäîâàíèþ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè. Ââåäåì �óíêöèþ

a1(k) = a(k)
N∏

n=1

k + iκn
k − iκn

, (6.8)

Äëÿ k ∈ R: |a1(k)| = |a(k)|. Ýòà �óíêöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ â âåðõíþþ ïîëó-

ïëîñêîñòü ïî ïåðåìåííîé k è ïî äîêàçàííîìó ðàíåå, íå èìååò òàì íóëåé. Ïî-

ýòîìó �óíêöèÿ ln a1(k) àíàëèòè÷íà â Imk > 0, è óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè:

ln a1(k) → 0, |k| → ∞. Òîãäà â ñèëó ëåììû Æîðäàíà äëÿ ëþáîãî k â íèæíåé

ïîëóïëîñêîñòè, Imk < 0, âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî

∫
dk′

ln a1(k
′)

k′ − k
= 0 ,

òàê ÷òî â ïðåäåëå Imk → −0, ïîëó÷àåì:

∫
dk′

ln a1(k
′)

k′ − k + i0
= 0. (6.9)
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Äàëåå, êàê èçâåñòíî

ln a1(k) = ln |a1(k)|+ i arg a1(k), (6.10)

à òàêæå èìååòñÿ �îðìóëà Ñîõîöêîãî�Ïëåìåëÿ:

1

k ± i0
= ℘

1

k
∓ iδ(k), k ∈ R, (6.11)

ãäå èñïîëüçîâàíû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îáîùåííûõ �óíêöèé âåùå-

ñòâåííîé ïåðåìåííîé k:
1

k ± i0
êàê ïðåäåëà èç âåðõíåé/íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè,

℘
1

k
â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ è äåëüòà �óíêöèè δ(k). Ïîýòîìó âåùåñòâåííàÿ

÷àñòü òîæäåñòâà (6.9) äàåò

arg a1(k) = −1

π
℘

∫
dk′

ln |a1(k′)|
k′ − k

.

Òàêèì îáðàçîì:

a1(k) = exp

{
ln |a(k)| − i

π
℘

∫
dk′

ln |a(k′)|
k′ − k

}
,

÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

a1(k) = exp

{
− i

π

∫
dk′ ln |a(k′)|

(
℘

1

k′ − k
+ iπδ(k′ − k)

)}
,

ò.å. â ñèëó (6.11) êàê

a1(k) = exp

{−i
π

∫
dk′

ln |a(k′)|
k′ − k − i0

}
.

Çíà÷èò, ïî (5.7),

a(k) =
N∏

n=1

k − iκn
k + iκn

exp

(
i

2π

∫
dk′

ln(1− |r(k′)|2)
k′ − k − i0

)
, Imk = 0 , (6.12)

èëè

a(k) =

N∏

n=1

k − iκn
k + iκn

exp

(
i

2π

∫
dk′

ln(1− |r(k′)|2)
k′ − k

)
, Imk > 0 . (6.13)

Èòàê, a(k) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî |r(k)| è íàáîðó κ1, . . . , κN . Òåïåðü è b(k) ìîæíî
òîæå âîññòàíîâèòü ïî r(k) è íàáîðó κ1, . . . , κN :

b(k) = r(k)a(k) . (6.14)
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7 Ëåêöèÿ.

Èç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò ìíîãî ïîëåçíûõ �àêòîâ. Ñ íåêîòîðû-

ìè èç íèõ ìû áóäåì çíàêîìèòüñÿ äàëüøå. Ñåé÷àñ îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ a(k)
âåùåñòâåííà ïðè ÷èñòî ìíèìûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, Im(a(ip)) = 0, ïîñêîëüêó

a(ip) =

N∏

n=1

p− κn
p+ κn

exp

{
p

2π

∫
dk′

ln(1− |r(k′)|2)
k′2 + p2

}
, p > 0 . (7.1)

Óäîáíî óïîðÿäî÷èòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óðàâíåíèÿ (5.16) òàê, ÷òîáû

λ1 < λ2 < . . . < λN , (7.2)

òàê ÷òî ïî (5.19):

κ1 > κ2 > . . . > κN . (7.3)

Òîãäà èç (7.1) èìååì :

sgn a(ip) =





+1, p > κ1,
(−1)n, κn > p > κn+1, n = 1, . . . , N − 1,
(−1)N , κN > p.

(7.4)

Áîëåå òîãî, äëÿ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì, ÷òî

ia′(iκn) =
1

2κn

N∏

m=1
m6=n

κn − κm
κn + κn

exp

{
κn
2π

∫
dk′

ln(1− |r(k′)|2)
k′2 + κ2n

}
, (7.5)

òàê ÷òî

sgn(ia′(iκn)) = (−1)n , (7.6)

à òîãäà ïî (6.5) è

bn = (−1)n−1|bn| . (7.7)

Òî÷íî òàêæå, ïî (4.16) ïîëó÷àåì, ÷òî

c = (−1)N |c| . (7.8)

7.1 �ßâíûå� �îðìóëû äëÿ κn è bn.

�àâåíñòâà (4.9), (4.10) è (4.13), (4.14) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåëèíåéíîå

îáîáùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîòåíöèàëà u(x), ãäå âìåñòî ýêñïîíåíò e−ikx

âûñòóïàþò ðåøåíèÿ Éîñòà, êîòîðûå, åñòåñòâåííî, îïðåäåëÿþòñÿ òåì æå ïîòåí-

öèàëîì u(x). Àíàëîãè òàêèõ ñîîòíîøåíèé èìåþòñÿ è äëÿ äèñêðåòíûõ ñòåïåíåé

ñâîáîäû. Òàê, ââèäó (4.9) è (4.13), ðàâåíñòâî (5.24) îçíà÷àåò, ÷òî κn ìîæíî îïðå-
äåëèòü êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

2κn = −
∫
dye−κny ϕ+,n(y)u(y), (7.9a)

èëè 2κn = − 1

2κn

∫
dyeκny ϕ−,n(y)u(y), (7.9b)
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à çíà÷åíèÿ ðåøåíèé Éîñòà â ýòèõ òî÷êàõ (ñì. (5.25)) äàþòñÿ êàê ðåøåíèÿ èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå âûòåêàþò èç (3.7):

ϕ+,n(x) = eκnx +

x∫

−∞

dy
shκn(x− y)

κn
u(y)ϕ+,n(y), (7.10a)

ϕ−,n(x) = e−κnx −
∞∫

x

dy
shκn(x− y)

κn
u(y)ϕ−,n(y). (7.10b)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî çäåñü ìîæíî çàïèñàòü êàê

ϕ+,n(x) = −
∫
dy
eκn(x−y)

2κn
u(y)ϕ+,n(y) +

x∫

−∞

dy
eκn(x−y) − e−κn(x−y)

2κn
u(y)ϕ+,n(y),

à ïîòîìó â ñèëó (7.9) ýòè çíà÷åíèÿ ðåøåíèé Éîñòà ÿâëÿþòñÿ òàêæå ðåøåíèÿìè

îäíîðîäíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

ϕ+,n(x) = −
∫
dy
e−κn|x−y|

2κn
u(y)ϕ+,n(y), ϕ−,n(x) = −

∫
dy
e−κn|x−y|

2κn
u(y)ϕ−,n(y),

(7.11)

ãäå âòîðîå ðàâåíñòâî âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Äàëåå, ñðàâíèâàÿ èíòåãðàëüíûå

óðàâíåíèÿ (7.10), ëåãêî ïîëó÷èòü (Çàäà÷à 9), ÷òî êîý��èöèåíò bn â (5.26) ðàâåí

bn =
−1

2κn

∫
dy eκnyu(y)ϕ+,n(y). (7.12)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñ �îðìàëüíûì ïðîäîëæåíèåì âûðàæåíèÿ

(4.10) â òî÷êó k = iκn. Îäíàêî, òàêîå ïðîäîëæåíèå ñóùåñòâóåò ëèøü äëÿ óçêîãî
êëàññà ïîòåíöèàëîâ, íàïðèìåð, óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè áûñòðåå ëþáîé

ëèíåéíîé ýêñïîíåíòû. Â îáùåì æå ñëó÷àå ïîòåíöèàëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (3.1)

èëè (3.2), òàêîå ïðîäîëæåíèå íå ñóùåñòâóåò.

7.2 Äàííûå ðàññåÿíèÿ.

Ââåäåì âìåñòî bn íîâûå ïåðåìåííûå

βn =
bn

ia′(iκn)
> 0 , n = 1, . . . , N , (7.13)

êîòîðûå óäîáíû òåì, ÷òî â ñèëó (6.5) îíè ïîëîæèòåëüíû. Â êà÷åñòâå äàííûõ

ðàññåÿíèÿ (ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ) ìû âûáèðàåì

S = {r(k), κn, βn, n = 1, . . . , N} . (7.14)

Ïîòåíöèàëû, êîòîðûì îòâå÷àåò íóëåâîé êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ:

r(k) ≡ 0 , (7.15)

íàçûâàþòñÿ áåçîòðàæàòåëüíûìè.

Êàê ìû âèäåëè ðàíåå, ïî äàííûì ðàñåÿíèÿ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ

ýëåìåíòû ìàòðèöû ìîíîäðîìèè a(k), b(k) = a(k)r(k) è bn = iβna
′(iκn). Ïîêà-

æåì, ÷òî ïî íèì òàêæå îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ è ïîòåíöèàë.
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7.3 Îáðàòíàÿ çàäà÷à: çàäà÷à �èìàíà��èëüáåðòà

Çàäà÷à �èìàíà��èëüáåðòà � çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè àíàëèòè÷åñêîé

âíå è âíóòðè íåêîòîðîãî êîíòóðà ïî ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ íà åå ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ íà êîíòóðå è íîðìèðîâêå íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî îáðàòíàÿ çà-

äà÷à, ò.å. çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà â óðàâíåíèè Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ïî

äàííûì ðàññåÿíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì çàäà÷è �èìàíà��èëüáåðòà.

Â ñèëó (3.8) ïåðåïèøåì (4.6) â âèäå

χ+(x, k)

a(k)
= χ−(x, k) + r(k)χ−(x, k)e

2ikx . (7.16)

Ââåäåì �óíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

X(x, k) =





χ+(x, k)

a(k)
, Imk > 0

χ−(x, k) , Imk < 0
, (7.17)

è ïóñòü X±(k) = limǫ→±0X(k + iǫ), ãäå k ∈ R. Ôóíêöèÿ X(k) àíàëèòè÷íà â

íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, ìåðîìîð�íà â âåðõíåé è èìååò òàì ïîëþñà â òî÷êàõ

k = iκn, n = 1, . . . , N . Ââåäåì

γn(x) = −ieκnx res
k=iκn

X(x, k), (7.18)

÷òî ïî (3.8) è (7.17) äàåò

γn(x) =
χ+(x, iκn)e

κnx

ia′(iκn)
≡ ϕ+(x, iκn)

ia′(iκn)
. (7.19)

Íà âåùåñòâåííîé îñè ýòà �óíêöèÿ, êàê ñëåäóåò èç (7.16), èìååò ðàçðûâ:

X+(x, k)−X−(x, k) = r(k)X−(x, k)e
2ikx , Imk = 0 . (7.20)

×òîáû óäàëèòü ïîëþñíûå îñîáåííîñòè, ðàññìîòðèì

X̃(x, k) = X(x, k)− i

N∑

n=1

γn(x)e
−κnx

k − iκn
. (7.21)

Ýòà �óíêöèÿ àíàëèòè÷íà â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ è èìååò òîò æå

ðàçðûâ íà âåùåñòâåííîé îñè, ÷òî è (7.20):

X̃+(x, k)− X̃−(x, k) = r(k)X−(x, k)e
2ikx , Imk = 0 . (7.22)

Êðîìå òîãî â ñèëó (3.14), (4.11) è (7.16) âûïîëíåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

X̃(x, k) → 1 , k → ∞ . (7.23)

Òîãäà ïî �îðìóëå Ëèóâèëëÿ

X̃(x, k)− 1 =
1

2πi

∫
dk′

X̃+(x, k
′)− X̃−(x, k

′)

k′ − k
, (7.24)
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òàê ÷òî ïî (7.21)

X(x, k) = 1 + i
N∑

n=1

γn(x)e
−κnx

k − iκn
+

+
1

2πi

∫
dk′

r(k′)X−(x, k
′)e2ik

′x

k′ − k
, Imk 6= 0 . (7.25)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëàì íà âåùåñòâåííîé îñè, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

χ+(x, k)

a(k)
= 1 + i

N∑

n=1

γn(x)e
−κnx

k − iκn
+

+
1

2πi

∫
dk′

r(k′)χ−(x, k
′)e2ik

′x

k′ − k − i0
, Imk = 0 (7.26)

è

χ−(x, k) = 1 + i
N∑

n=1

γn(x)e
−κnx

k − iκn
+

+
1

2πi

∫
dk′

r(k′)χ−(x, k
′)e2ik

′x

k′ − k + i0
, Imk = 0 . (7.27)

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèÿì Éîñòà. Òîãäà âìåñòî (7.26) ìû èìååì ïðè Imk = 0

ϕ+(x, k)

a(k)
= e−ikx + i

N∑

n=1

γn(x)e
i(iκn−k)x

k − iκn
+

1

2πi

∫
dk′

r(k′)ei(k
′−k)xϕ−(x, k

′)

k′ − k − i0
, (7.28)

à âìåñòî (7.27)

ϕ−(x, k) = e−ikx + i

N∑

n=1

γn(x)e
−i(k−iκn)x

k − iκn
+

1

2πi

∫
dk′

r(k′)ei(k
′−k)xϕ−(x, k

′)

k′ − k + i0
.

(7.29)

Ïåðâîå èç íèõ îïðåäåëÿåò ϕ+(x, k), åñëè èçâåñòíû ϕ−(x, k) è γn(x). Äëÿ òîãî,

÷òîáû âòîðîå ðàâåíñòâî ïðåâðàòèëîñü â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íà ϕ−(x, k),
âîñïîëüçóåìñÿ (7.19), êîòîðîå â ñèëó (7.13) è (5.26) äàåòñÿ â âèäå

γn(x) = βn ϕ−(x,−iκn). (7.30)

Èíûìè ñëîâàìè ìû ñâÿçàëè âû÷åòû â ïîëþñàõ �óíêöèè X â âåðõíåé ïîëóïëîñ-

êîñòè ñ åå çíà÷åíèÿìè â íèæíåé. Ïðîäîëæàÿ (7.29) â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü,

ìû ïîëó÷àåì ïî (7.30)

γn(x) = βn

{
e−κnx −

N∑

m=1

γm(x)e
−(κn+κm)x

κn + κm
+

1

2πi

∫
dk′

r(k′)ei(k
′+iκn)xϕ−(x, k

′)

k′ + iκn

}
,

(7.31)

÷òî âìåñòå ñ (7.29) äàåò óæå çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îáðàòíîé çàäà-

÷è äëÿ �óíêöèè ϕ−(x, k). Ìîæíî äîêàçàòü îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü ýòèõ
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óðàâíåíèé â âûáðàííîì êëàññå ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ. Òîãäà ïîòåíöèàë u(x)
âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî (3.14):

u(x) = ∂x

{
2

N∑

n=1

γn(x)e
−κnx +

1

π

∫
dk′r(k′)eik

′xϕ−(x, k
′)

}
. (7.32)

Çàäà÷à 9 Äîêàçàòü (7.12).
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8 Ëåêöèÿ.

8.1 Âðåìåíí�àÿ ýâîëþöèÿ.

Èòàê, ìû ðàçîáðàëè ïðÿìóþ çàäà÷ó (ëåâàÿ ñòðåëêà âíèç íà äèàãðàììå 2.1).

Òåïåðü, íàêîíåö, íàì ïðåäñòîèò ðàçîáðàòü âðåìåííóþ ýâîëþöèþ äàííûõ ðàññå-

ÿíèÿ (íèæíÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòðåëêà íà äèàãðàììå 2.1), ýêâèâàëåíòíóþ òîìó,

÷òî u(x) çàâèñèò îò t â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.1). Ïîñëåäíåå, êàê ìû âèäåëè, ýêâè-

âàëåíòíî âûïîëíåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà (1.11), ãäå îïåðàòîð M îïðåäåëåí

â (1.13). Òîãäà, ââèäó (2.4) è àñèìïòîòè÷åñêèõ óñëîâèé (3.4) è (3.5), ïîëó÷àåì:

ϕ+,t(x, k) +Aϕ+(x, k) = 4ik3 ϕ+(x, k) , (8.1)

ϕ−,t(x, k) +Aϕ−(x, k) = 4ik3 ϕ−(x, k) , (8.2)

ãäå k ∈ R, íî îáà ðàâåíñòâà äîïóñêàþò ïðîäîëæåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå ïî-

ëóïëîñêîñòè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà. Äàëåå, ïî (4.6), (8.1) è (8.2) íàõîäèì,

÷òî

at(k)ϕ−(x, k) + bt(k)ϕ−(x, k) = 8ik3b(k)ϕ−(x, k), k ∈ R ,

÷òî ââèäó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ϕ−(x, k) è ϕ−(x, k) ïðè k 6= 0 äàåò ýâîëþöèþ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè:

at(k) = 0 , (8.3)

bt(k) = 8ik3b(k) (8.4)

ïðè k ∈ R. Îäíàêî, ââèäó òîãî, ÷òî a(k) äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü k, ðàâåíñòâî (8.3) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è ïðè âñåõ

k ∈ C, Imk ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ a(k) åñòü ïîðîæäàþùèé �óíêöèîíàë

èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, êîòîðûìè áóäóò, íàïðèìåð, âñå êîý��èöèåíòû åå ðÿäà

Òåéëîðà, èëè çíà÷åíèÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ýòîé ïîëóïëîñêîñòè. Â ÷àñòíîñòè,

íå çàâèñÿò îò âðåìåíè è ïîëîæåíèÿ íóëåé ýòîé �óíêöèè, ò.å.

∂tκn = 0 . (8.5)

Äàëåå, èç (5.26) è àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé ðàâåíñòâ (8.1) è (8.2) â ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ïîëóïëîñêîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

∂tbn = 8κ3nbn . (8.6)

Ñóììèðóÿ, äëÿ âðåìåíí�îé ýâîëþöèè ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ ïîëó÷àåì:

rt(k) = 8ik3r(k) (8.7)

è

∂tβn = 8κ3nβn . (8.8)

Èòàê, ïðè t îòëè÷íîì îò íóëÿ ñïåêòðàëüíûå äàííûå ñóòü

S(t) =
{
e8ik

3tr(k) , κn , e8κ
3
ntβn

}
. (8.9)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (8.7) è (8.5):

∂t|r(k)| = 0 , (8.10)
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îòêóäà ñëåäóåò (8.3) â ñèëó (6.12).

Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå ðàññåÿíèÿ (8.9) â óðàâíåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, ìû íàõî-

äèì ðåøåíèå Éîñòà ϕ−(t, x, k), îòâå÷àþùåå ìîìåíòó t è, î÷åâèäíî, ñîâïàäàþùåå
ñ èñõîäíûì ϕ−(x, k) ïðè t = 0. Òàê ïîñòðîåííîå ðåøåíèå Éîñòà óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ (8.2), îäíàêî ïðîâåðêà ýòîãî �àêòà äîñòàòî÷íà ãðîìîçäêà è ìû åå

çäåñü îïóñêàåì. À îòñþäà óæå ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë u(t, x), âîññòàíîâëåííûé
ïî (7.32), ðåøàåò çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. Èòàê, ìû çàìêíóëè äèà-

ãðàììó 2.1, ñâåäÿ ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ

òðåõ ëèíåéíûõ çàäà÷, îäíà èç êîòîðûõ ðåøàåòñÿ ÿâíî. Â ýòîì è ñîñòîèò îáùàÿ

ñõåìà ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

8.2 Âûâîä óðàâíåíèÿØòóðìà�Ëèóâèëëÿ èç óðàâíåíèé îá-

ðàòíîé çàäà÷è.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèå Éîñòà ϕ−(x, k) óðàâíåíèÿ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ óäî-

âëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (7.29) è (7.31). Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå óòâåð-

æäåíèå: ðåøåíèå ϕ−(x, k) óðàâíåíèé (7.29) è (7.31) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîì, çàäàííûì ïî (7.32). Äëÿ ýòîãî ïðîäè��å-

ðåíöèðóåì óêàçàííûå óðàâíåíèÿ:

(∂2x+k
2)ϕ−(x, k) = i

∑

n

e−i(k−iκn)x

{
(∂2x − κ2n)γn(x)

k − iκn
− 2i∂xγn(x) + 2iκn(x)γn

}
+

+
1

2πi

∫
dk′r(k′)ei(k

′−k)x

{
(∂2x + k′2)ϕ−(x, k

′)

k′ − k + i0
+

+ 2i∂xϕ−(x, k
′)− 2k′ϕ−(x, k

′)

}
,

(∂2x−κ2n)γn(x) = −βn
∑

m

e−(κn+κm)x

{
(∂2x − κ2m)γm(x)

κn + κm
− 2∂xγm(x) + 2κmγm(x)

}
+

+
βn
2πi

∫
dk′r(k′)ei(k

′+iκn)x

{
(∂2x + k′2)ϕ−(x, k

′)

k′ + iκn
+

+ 2i∂xϕ−(x, k
′)− 2k′ϕ−(x, k

′)

}
,

÷òî â ñèëó (7.32) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

(∂2x + k2)ϕ−(x, k) = e−ikxu(x) + i
∑

n

e−i(k−iκn)x
(∂2x − κ2n)γn(x)

k − iκn
+

+
1

2πi

∫
dk′r(k′)ei(k

′−k)x (∂
2
x + k′2)ϕ−(x, k

′)

k′ − k + i0
,

(∂2x − κ2n)γn(x) = βn

{
e−κnxu(x)−

∑

m

e−(κn+κm)x (∂
2
x − κ2m)γm(x)

κn + κm
+

+
1

2πi

∫
dk′r(k′)ei(k

′+iκn)x
(∂2x + k′2)ϕ−(x, k

′)

k′ + iκn

}
.

Èòàê ìû âèäèì, ÷òî �óíêöèè (∂2x + k2)ϕ−(x, k) è (∂2x − κ2n)γn(x) óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèÿì ñ òåì æå ÿäðàìè, ÷òî è �óíêöèè ϕ−(x, k) è γn(x), ò.å. (7.29) è (7.31),
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íî ñ íåîäíîðîäíûìè ÷ëåíàìè óìíîæåííûìè íà u(x). Â ñèëó îäíîçíà÷íîé ðàç-

ðåøèìîñòè ñèñòåìû (7.29), (7.31), à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ x âõîäèò

â ÿäðà ýòîé ñèñòåìû êàê ïàðàìåòð, ïîëó÷àåì:

(∂2x + k2)ϕ−(x, k) = u(x)ϕ−(x, k) , (∂2x − κ2n)γn(x) = u(x)γn(x). (8.11)

Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (∂2x + k2)ϕ+(x, k) = u(x)ϕ+(x, k) ìîæíî âûâåñòè àíà-

ëîãè÷íî, ëèáî ñ ïîìîùüþ (7.28).

Çàäà÷à 10 * Èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé (7.29) è (7.30). �àññìîòðåòü ïðåäåë

ýòîé ñèñòåìû ïðè κl+1 = κl äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ [1, N − 1]. Ïîêàçàòü, ÷òî â

ýòîì ïðåäåëå äàííàÿ ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîé æå ñèñòåìå ñ çàìåíîé N →
N − 1, ò.å., ÷òî âûðîæäåíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ïðè k = iκl íå âîçíèêàåò.
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9 Ëåêöèÿ.

9.1 Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

Ëîêàëüíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ íàçûâàþòñÿ âûðàæå-

íèÿ âèäà

In =

∫
Pn(u, ux, uxx, . . . , u

(m)
x )dx, (9.1)

ãäå Pn � ïîëèíîì n-îé ñòåïåíè îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå

ÊäÔ îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì íàáîðîì òàêèõ, �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ, èí-

òåãðàëîâ. Ïîðàæäàþùèì �óíêöèîíàëîì òàêèõ èíòåãðàëîâ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

a(k), êîòîðàÿ, êàê áûëî ïîêàçàíî, íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Â îêðåñòíîñòè îñî-

áåííîñòè ïî k ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, ò.å. íà áåñêîíå÷íîñòè â äàííîì ñëó÷àå,

êîý��èöèåíòû åå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû. Äëÿ

äåìîíñòððàöèè ýòîãî, âûáåðåì k â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è äîñòàòî÷íî áîëü-

øèì: òàêèì, ÷òî ϕ+(x, k) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü (ââèäó àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ðåøåíèÿ Éîñòà òàêîå âñåãäà âîçìîæíî). Ââåäåì âìåñòî ϕ+(x, k) íîâóþ �óíêöèþ

ζ(x, k) ðàâåíñòâîì

ϕ+(x, k) = exp



−ikx+

x∫

−∞

dx′ζ(x′, k)



 , Imk > 0. (9.2)

Â ñèëó óñëîâèÿ íà k ïðàâàÿ ÷àñòü íå èìååò íóëåé, à ïîòîìó ζ õîðîøî îïðåäåëåíà
è íå èìååò îñîáåííîñòåé â óêàçàííîé îáëàñòè. Â ñèëó (4.12) èìååì

ln a(k) =

∫
dxζ(x, k), (9.3)

à ïî (2.3) ýòà �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ �èêàòòè:

ζx + ζ2 − u− 2ikζ = 0. (9.4)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïðè k →
∞

ζ(x, k) =
∞∑

j=1

ζj(x)

(2ik)j
, k ∈ C, Imk > 0. (9.5)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ζ1(x) = −u(t, x), (9.6)

è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ, ïîëó÷àåì ðåêóðåíòíûå

ñîîòíîøåíèÿ:

ζj+1(x) = ∂xζj(x) +

j−1∑

k=1

ζk(x)ζj−k(x) , j = 1, 2, . . . , (9.7)

÷òî ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå êîý��èöèåíòû ζj(x), ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿåìûå ïî
(9.7), äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè, ëîêàëüíûìè ïî u è åå ïðîèçâîäíûì.
Äëÿ ìëàäøèõ êîý��èöèåíòîâ ìû èìååì:

ζ2(x) = −ux , ζ3(x) = −uxx + u2 , (9.8)

ζ4(x) = −uxxx + 2∂xu
2 , (9.9)

ζ5(x) = −u(4)x + ∂2xu
2 + u2x + 2uxxu− 2u3, (9.10)
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Ìû âèäèì, ÷òî ζ2(x) è ζ4(x) � ïîëíûå ïðîèçâîäíûå ëîêàëüíûõ âûðàæåíèé, à ïî-
òîìó äàþò íóëè ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåé îñè. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñïðàâåäëèâî

äëÿ âñåõ ÷åòíûõ êîý��èöèåíòîâ ζ2j(x). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì

ζ(x, k) = ζRe(x, k) + iζIm(x, k), (9.11)

ãäå îáîçíà÷åíî

ζRe(x, k) =
ζ(x, k) + ζ(x, k)

2
, ζIm(x, k) =

ζ(x, k)− ζ(x, k)

2i
, (9.12)

ò.å. ìû ñîïðÿãàåì òîëüêî êîý��èöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà (9.5). Òîãäà â

ñèëó (9.4)

∂xζIm + 2ζReζIm − 2kζRe = 0. (9.13)

Ââèäó óñëîâèÿ íà k ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü êàê

ζRe(x, k) = −1

2
∂x ln(ζIm(x, k)− k), (9.14)

÷òî äîêàçûâàåò, ÷òî ζRe(x, k), à çíà÷èò è âñå ÷åòíûå êîý��èöèåíòû ðÿäà (9.5)

ñóòü ïîëíûå ïðîèçâîäíûå ëîêàëüíûõ �óíêöèé. Äëÿ ζRe(x, k) àíàëîãè÷íîãî ñâîé-
ñòâà íåò, à ïîòîìó ìû ââîäèì èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ

Ij−1 =
1

2

∫
dxζ2j+1(x) , j = 0, 1, 2, . . . . (9.15)

Â ñèëó (9.6), (9.8), (9.9) è (9.10) äëÿ ìëàäøèõ èíòåãðàëîâ èìååì ÿâíî:

I−1 =
−1

2

∫
dx u(t, x) , I0 =

1

2

∫
dx u2(t, x) , (9.16)

I1 =
−1

2

∫
dx

(
u2x + 2u3

)
, (9.17)

I2 =
1

2

∫
dx

(
u2xx − 5u2uxx + 5u4

)
. (9.18)

Èòàê, ìû äîêàçàëè â ñèëó (9.2), (9.3) è (9.5), ÷òî âûïîëíåíî àñèìïòîòè÷åñêîå

ðàçëîæåíèå

ln a(k) =

∞∑

j=−1

2Ij
(2ik)2j+3

. (9.19)

Ñ äðóãîé ñòðîíû, â ñèëó (6.13)

ln a(k) =

N∑

n=1

ln
k − iκn
k + iκn

+
i

2π

∫
dk′

ln(1− |r(k′)|2)
k′ − k

, Imk > 0, (9.20)

òàê ÷òî ïîëàãàÿ, ÷òî r(k) ∈ S, à òàêæå èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî |r(−k)| = |r(k)|, ìû
ïîëó÷àåì ÿâíîå âûðàæåíèå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ÷åðåç äàííûå ðàññåÿíèÿ:

ln a(k) =

∞∑

j=−1

i

k2j+3

{
2(−1)j

2j + 3

N∑

n=1

κ2j+3
n − 1

π

∫
dkk2(j+1) ln(1− |r(k)|2)

}
, (9.21)
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÷òî ïî (9.19) äàåò

Ij =
22j+3(−1)j

2j + 3

N∑

n=1

κ2j+3
n + (−1)j

22(j+1)

π

∫
dkk2(j+1) ln(1− |r(k)|2). (9.22)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èíòåãðàëû äâèæåíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò �ïîëîâèíû� äàííûõ

ðàññåÿíèÿ: ïåðåìåííûõ |r(k)| è κn, íî íå çàâèñÿò îò arg r(k) è βn (ïåðåìåííûå

äåéñòâèå�óãîë).

Îñîáîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò òðè ìëàäøèõ èíòåãðàëà:

Q = −2I−1 =

∫
dxu(t, x) = 4

N∑

n=1

κn +
2

π

∫
dk ln(1− |r(k)|2), (9.23)

P = I0 =
1

2

∫
dxu2(t, x) =

8

3

N∑

n=1

κ3n +
4

π

∫
dkk2 ln(1− |r(k)|2), (9.24)

H = −I1 =
∫
dx

(
1

2
u2x + u3

)
=

−32

5

N∑

n=1

κ5n +
16

π

∫
dkk4 ln(1− |r(k)|2). (9.25)

Çàäà÷à 11 Âîññòàíîâèòü äåòàëè âûâîäà ðàâåíñòâ (8.11).

Çàäà÷à 12 Ïîêàçàòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî I−1 = −1
2

∫
dxu(t, x), I0 =

1
2

∫
dxu2(t, x) è I1 = −1

2

∫
dx (u2x + 2u3) ñóòü èíòåãðàëû äâèæåíèÿ óðàâíåíèÿ

ÊäÔ, ut − 6uux + uxxx = 0.
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10 Ëåêöèÿ.

10.1 Ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ: r ≡ 0.

Â ýòîì ñëó÷àå (7.29) ñâîäèòñÿ ê

ϕ−(x, k) = e−ikx + i
∑

n

ei(iκn−k)xγn(x)

k − iκn
, (10.1)

à (7.32) � ê

u(x) = 2∂x
∑

n

e−κnxγn(x) . (10.2)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è â äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ñâîäÿòñÿ

ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà �óíêöèè γn. Äåéñòâèòåëüíî, ââîäÿ
N ×N ìàòðèöó

An,m = δn,m +
e−(κn+κm)xβn
κn + κm

, (10.3)

ìû çàïèñûâàåì (7.31) â âèäå

N∑

m=1

An,mγm = βne
−κnx .

Îòñþäà

γn =
detA(n)

detA
, (10.4)

ãäå ìàòðèöà A(n)
ïîëó÷àåòñÿ èç A çàìåíîé n-ãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö βne

−κnx
.

Ïîäñòàâëÿÿ (10.4) â (10.2), çàìåòèì ÷òî ïî ïðàâèëó äè��åðåíöèðîâàíèÿ äåòåð-

ìèíàíòîâ: ∑

n

e−κnx detA(n) = −∂x detA,

òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî äëÿ N ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì

u(x) = −2∂2x ln detA . (10.5)

Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèå (10.5) äëÿ ïîòåíöèàëà âõîäèò òîëüêî äåòåðìèíàíò

ìàòðèöû A, ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâûâàòü ýòó ìàòðèöó. Ââåäåì

βn = 2κne
2κnqn . (10.6)

Òîãäà ïî (10.3):

detA = det

[
δn,m +

2κn
κn + κm

e−(κn+κm)x+8κ3
nt+2κnqn

]
=

= det

[
diag

(√
κne

4κ3
nt+κnqn

)]
×

× det

(
δn,m +

2
√
κnκm

κn + κm
e−(κn+κm)x+4(κ3

n+κ3
m)t+(κn+κm)qn

)
×

× det
[
diag

(√
κ−1
m e−4κ3

mt−κmqm
)]

.
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Ïåðâûé è ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëè ñîêðàùàþò äðóã äðóãà, òàê ÷òî

detA = det

(
δn,m +

2
√
κnκm

κn + κm
e−θn−θm

)
,

ãäå

θn(t, x) = κn(x− qn)− 4κ3nt . (10.7)

Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó â (10.5) âõîäèò ëèøü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ëîãàðè�ìà

äåòåðìèíàíòà ìàòðèöû A, òî ïîíÿòíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû, êîòîðûå

âåäóò ê óìíîæåíèþ åå íà ïîñòîÿííóþ ïî x, èëè íà ëèíåéíóþ ïî x ýêñïîíåíòó íå
ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ ïîòåíöèàëà. Áóäåì îáîçíà÷àòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû

A, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ïîòåíöèàë u(x) çíàêîì ∼=. Â ÷àñòíîñòè, êàê ëåãêî âèäåòü

A ∼=
∥∥∥∥δm,n +

2κn
κm + κn

e−2θn

∥∥∥∥ . (10.8)

�àññìîòðèì ñâîéñòâà ââåäåííûõ ñîëèòîííûõ ðåøåíèé.

10.2 Îäíîñîëèòîííîå ðåøåíèå, N = 1.

Â ýòîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå

detA ≡ A = 1 +
β

2κ
e−2κ(x−4κ2t) = 1 + e−2κ(x−4κ2t−q) =

= 2e−κ(x−4κ2t−q) ch κ(x− 4κ2t− q) ,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè (10.6). Ïîýòîìó

γ =
βe−κx+8κ3t

A
= κeκx

(
1− th κ(x− 4κ2t− q)

)

ϕ−(x, k) = e−ikx

(
1 +

iκ

k − iκ

(
1− th κ(x− 4κ2t− q)

))
=

=
e−ikx

k − iκ

(
k − iκ th κ(x− 4κ2t− q)

)

Â äàííîì ñëó÷àå a(k) = k−iκ
k+iκ

, a′(iκ) = 1
2iκ
, b(k) ≡ 0, íî b1 = e2κqn 6= 0, ÷òî

íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò, ÷òî b1 6= b(iκn). Äàëåå ïî (7.28)

ϕ+(x, k) =
e−ikx

k + iκ

(
k − iκ th κ(x− 4κ2t− q)

)
.

Òîãäà

u(t, x) = − 2κ2

ch2 κ(x− 4κ2t− q)
.

Êðîìå òîãî, ìû èìååì:

χ+(x, k) =
k − iκ thκ(x− 4κ2t− q)

k + iκ

è

ϕ+(x, iκ) =
e4κ

3t+κq

2 ch κx
.
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10.3 Äâóñîëèòîííîå ðåøåíèå, N = 2.

Â äàííîì ñëó÷àå

detA =

∣∣∣∣∣
1 + e−2κ1(x−q1−4κ2

1t) 2κ1

κ1+κ2
e−(κ1+κ2)x+8κ3

1t+2κ1q1

2κ2

κ1+κ2
e−(κ1+κ2)x+8κ3

2t+2κ2q2 1 + e
−2κ2(x−q2−4κ22t)

∣∣∣∣∣ ,

òàê ÷òî

detA = 1 + e−2κ1(x−q1−4κ2
1t) + e−2κ2(x−q2−4κ2

2t) +

+

(
κ1 − κ2
κ1 + κ2

)2

e−2κ1(x−q1−4κ2
1t)−2κ2(x−q2−4κ2

2t) .

Ââåäåì

ξn = κn(x− qn)− 4κ3nt+
ϕ

2
, ϕ = ln

κ1 + κ2
κ1 − κ2

, (10.9)

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ ϕ > 0. Òîãäà

detA =
2e−ξ1−ξ2

κ1 + κ2

[
(κ1 − κ2) ch(ξ1 + ξ2) + (κ1 + κ2) ch(ξ1 − ξ2)

]

è ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â îäíîé èç ñëåäóþùèõ �îðì:

u(t, x) = −2∂2x ln ((κ1 − κ2) ch(ξ1 + ξ2) + (κ1 + κ2) ch(ξ1 − ξ2)) =

= −2∂2x ln (κ1 ch ξ1 ch ξ2 − κ2 sh ξ1 sh ξ2) =

= −2(κ21 − κ22)
κ21 ch

2 ξ2 + κ22 sh
2 ξ1

(κ1 ch ξ1 ch ξ2 − κ2 sh ξ1 sh ξ2)
2 . (10.10)

�àññìîòðèì àñèìïòîòèêè ýòîãî ðåøåíèÿ íà âðåìåíí�îé áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ ýòî-

ãî ïåðåïèøåì (10.10) â âèäå

u(t, x) = −2(κ21 − κ22)

κ2
1

ch2 ξ1
+

κ2
2 th

2 ξ1
ch2 ξ2

(κ1 − κ2 th ξ1 th ξ2)
2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî u(t, x) → 0, åñëè t → ∞ òàê, ÷òî îáå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 → ∞.

�àññìîòðèì ïîýòîìó ñëó÷àé, êîãäà t→ ∞ òàê ÷òî ëèáî ξ1, ëèáî ξ2 êîíå÷íû. Ïî
îïðåäåëåíèþ

ξ2 = 4κ2(κ
2
1 − κ22)t+

κ2
κ1
ξ1 + κ2(q1 − q2) +

ϕ

2κ1
(κ1 − κ2) .

Èòàê,

åñëè ξ1 êîíå÷íà, òî ξ2 → ±∞ ïðè t→ ±∞ ;

åñëè ξ2 êîíå÷íà, òî ξ1 → ∓∞ ïðè t→ ±∞ .

òàêèì îáðàçîì, åñëè ξ1 êîíå÷íà ïðè t→ ±∞, òî

u(t, x) → − 2κ21(
κ1 ch ξ1√
κ2
1−κ2

2

∓ κ2 sh ξ1√
κ2
1−κ2

2

)2 .

Ïî (10.9)

κ1√
κ21 − κ22

= ch
ϕ

2
,

κ2√
κ21 − κ22

= sh
ϕ

2
,
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è îêîí÷àòåëüíî

åñëè ξ1 îãðàíè÷åíà è t→ ±∞, òî u(t, x) → − 2κ21
ch2(ξ1 ∓ ϕ

2
)
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

åñëè ξ2 îãðàíè÷åíà è t→ ±∞ , òî u(t, x) → − 2κ22
ch2(ξ2 ± ϕ

2
)
.

Ñóììèðóÿ, ìû âèäèì, ÷òî íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà ñòðåìëåíèÿ

ïðè t→ −∞ : u(t, x) → − 2κ21
ch2(ξ1 +

ϕ
2
)
− 2κ22

ch2(ξ2 − ϕ
2
)
,

ïðè t→ +∞ : u(t, x) → − 2κ21
ch2(ξ1 − ϕ

2
)
− 2κ22

ch2(ξ2 +
ϕ
2
)
.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x è t ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàê, ÷òî îäíà èç ξn îãðàíè-
÷åíà, òî ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, çàâèñÿùåå îò äðóãîé ξ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî
äàåò ïîëó÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò. Åñëè æå îáå ξn ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè,

òî ìû èìååì íîëü ñëåâà è íîëü ñïðàâà. Ïîëó÷åííàÿ àñèìïòîòèêà ñ î÷åâèäíî-

ñòüþ äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ñîëèòîíû ñîõðàíÿþò ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñâîþ �îðìó

è ïðèîáðåòàþò ñäâèãè �àç � èçìåíåíèÿ çíàêà ϕ. Òî÷íî òàêæå âåäóò ñåáÿ ñîëè-

òîííûå ðåøåíèÿ è â îáùåì, N-ñîëèòîííîì ñëó÷àå.
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11 Ëåêöèÿ.

11.1 Àñèìïòîòèêà ïî t N-ñîëèòîííûõ ðåøåíèé

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ äåòåðìèíàíò

D(κ1, . . . , κl) = det

∥∥∥∥
1

κm + κn

∥∥∥∥
l

m,n=1

. (11.1)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåãî èìååòñÿ ÿâíàÿ �îðìóëà:

D(κ1, . . . , κl) =

l∏

i=1

1

2κi

l∏

i,j=1
i 6=j

|κi − κj |
κi + κj

. (11.2)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè l = 1 (11.1) äàåò

D(κ1) = (2κ1)
−1
, ÷òî ñîâïàäàåò ñ (11.2). Äàëåå, äëÿ äåòåðìèíàíòà (11.1) âûïîë-

íÿåòñÿ ðåêóððåíòíàÿ �îðìóëà

D(κ1, . . . , κl) =
D(κ1, . . . , κl−1)

2κl

l−1∏

j=1

(
κl − κj
κl + κj

)2

. (11.3)

×òîáû äîêàçàòü åå çàìåòèì, ÷òî

D(κ1, . . . , κl) =

l∏

j=1

1

κl + κj
det

∥∥∥∥
κm + κl
κm + κn

∥∥∥∥
l

m,n=1

=

=

l∏

j=1

1

κl + κj
det

∥∥∥∥1 +
κl − κn
κm + κn

∥∥∥∥
l

m,n=1

,

ò.å. â ïîñëåäíåì ñòîëáöå (n = l) ñòîÿò òîëüêî åäèíèöû. Âû÷èòàÿ ïîñëåäíèé

ñòîëáåö èç âñåõ ïðåäûäóùèõ è âûíîñÿ ìíîæèòåëè κl − κn èç âñåõ ñòîëáöîâ ñ

n ≤ l − 1, ïîëó÷àåì

D(κ1, . . . , κl) =
1

2κl

l−1∏

j=1

κl − κj
κl + κj

det




∥∥∥ 1
κm+κn

∥∥∥
l−1

m,n=1
1

1
κ
l
+κn

1


 .

Âû÷òåì òåïåðü ïîñëåäíþþ ñòðîêó èç âñåõ ïðåäûäóùèõ:

D(κ1, . . . , κl) =
1

2κl

l−1∏

j=1

κl − κj
κl + κj

det




∥∥∥ κ
l
−κm

(κm+κn)(κl
+κn)

∥∥∥
l−1

m,n=1
0

1
κ
l
+κn

1


 .

Âûíîñÿ òåïåðü κl − κm èçî âñåõ ñòðîê è (κl + κn)
−1

èçî âñåõ ñòîëáöîâ ìû ïîëó-

÷àåì (11.3), ÷òî ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåò (11.2).

Òåïåðü ìû ãîòîâû èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêó ïðàâîé ÷àñòè (10.8), ãäå θn îïðå-
äåëåíû â (10.7). Êîãäà îáå ïåðåìåííûå x è t ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè â îáùåì
íàïðàâëåíèè, òî è âñå θn ñòðåìÿòñÿ ê +∞ èëè −∞. Ïåðåóïîðÿäî÷èì íóìåðàöèþ

òàê, ÷òîáû â çàäàííîì íàïðàâëåíèè

θn → +∞, n = 1, . . . , l

θn → −∞, n = l + 1, . . . , N,
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ïðè ýòîì ìû ïîëàãàåì, ÷òî åñëè âñå θn → −∞, òî l = 0, à åñëè âñå θn → +∞, òî

l = N . Òîãäà, ïîëüçóÿñü ñâîáîäîé ïåðåîïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû A, óêàçàííîé ïðè

âûâîäå ðàâåíñòâà (10.8), èìååì:

detA ∼= det

n≤l n≥l+1∥∥∥∥δm,n +
2κne

−2θn

κm + κn

∣∣∣∣
δm,n

2κn
e2θn +

1

κm + κn

∥∥∥∥ ,

Ëåâàÿ ÷àñòü ìàòðèöû ñòðåìèòñÿ ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå, à ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèò-

ñÿ ê ìàòðèöå òèïà ââåäåííîé â (11.1), ïîýòîìó âñå ýòî âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ

ê D(κl+1, . . . , κN). Ïî (11.2) ýòà âåëè÷èíà îòëè÷íà îò íóëÿ, ïîýòîìó ïî (10.5)

è u(t, x) → 0 â îáùåì íàïðàâëåíèè. �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà x è t
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ òàê, ÷òî íåêîòîðîå θl �èêñèðîâàíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

x = c+ 4κ2l t ,

ãäå c �íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

θn
∣∣
x=c+4κ2

l
t
= κn(c− qn) + 4κn(κ

2
l − κ2n)t

è ìû ðàññìàòðèâàåì ïðåäåë t → ±∞. Ïðè ýòîì äàëåå ìû, êàê îáû÷íî, áóäåì

ïîëàãàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ âûáðàíà òàê, ÷òî κ1 > . . . > κN . Òîãäà

θn|x=c+4κ2
l
t =

{
−∞, n < l
+∞ n > l

, t→ +∞,

θn|x=c+4κ2
l
t =

{
+∞, n < l
−∞ n > l

, t→ −∞,

Çàïèøåì òåïåðü èíòåðåñóþùèé íàñ äåòåðìèíàíò â âèäå

detA ∼= det

n≤l n≥l+1∥∥∥∥
δm,n

2κn
e2θn +

1

κm + κn

∣∣∣∣δm,n +
2κne

−2θn

κm + κn

∥∥∥∥ .

Ïóñòü t→ +∞. Â ïðåäåëå â ñòîëáöàõ ñ (l+1)-ãî ïî N-ûé ñòîèò åäèíè÷íàÿ ìàò-

ðèöà. �àçëàãàÿ äåòåðìèíàíò ïîñëåäîâàòåëüíî ïî âñåì ýòèì ñòîëáöàì, ïîëó÷àåì

lim
t→+∞
θl=const

detA ∼=

n≤l−1 n=l∣∣∣∣∣
1

κm+κn

2κ
l
e−2θl

κm+κ
l

1
κ
l
+κn

1 + e−2θl

∣∣∣∣∣=

= D(κ1, . . . , κl−1) + 2κle
−2θlD(κ1, . . . , κl)

∼=

∼= 1 + e−2θl

l−1∏

j=1

(
κl − κj
κl + κj

)2

.

Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà ñòðåìëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòü, ìû èìååì,

÷òî

lim
t→+∞

detA ∼=
N∏

l=1

[
1 + e−2θl

l−1∏

j=1

(
κl − κj
κl + κj

)2
]
,

ïðè÷åì ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî.
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�àññìîòðèì àíàëîãè÷íî ïðåäåë t→ −∞ ïðè óñëîâèè, ÷òî θl =
onst. Òîãäà

detA ∼= det

n≤l n≥l+1∥∥∥∥δm,n +
2κne

−2θn

κm + κn

∣∣∣∣
δm,n

2κn
e2θn +

1

κm + κn

∥∥∥∥ .

Îòñþäà

lim
t→−∞
θl=const

detA ∼=

n=l n>l∣∣∣∣∣∣
1 +

2κ
l
e−2θl

κm+κ
l

1
κ
l
+κn

2κ
l
e−2θl

κ
l
+κn

1
κm+κn

∣∣∣∣∣∣
∼=

∼= D(κl+1, . . . , κN) + 2κle
−2θlD(κl, . . . , κN) .

Ïî àíàëîãèè ñ (11.3) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

D(κl, . . . , κN) =
D(κl+1, . . . , κN)

2κl

N∏

j=l+1

(
κi − κj
κi + κj

)2

, (11.4)

òàê ÷òî

lim
t→−∞

detA(t, x) ∼=
N∏

l=1

[
1 + e−2θl

N∏

j=l+1

(
κl − κj
κl + κj

)2
]
.

Èòàê, ïî (10.5) ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

u(t, x) = −
N∑

l=1

2κ2l
ch2(θl − ϕ±

l )
, t→ ±∞ , (11.5)

ãäå

ϕ+
l =

l−1∑

j=1

ln
|κl − κj |
κl + κj

< 0 , ϕ−
l =

N∑

j=l+1

ln
|κl − κj |
κl + κj

< 0 .

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äîêàçûâàåò äâà çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâà ñîëèòîííûõ ðå-

øåíèé. Âî-ïåðâûõ, êàæäîå òàêîå ðåøåíèå íà îáîèõ àñèìïòîòèêàõ ñòðåìèòñÿ ê

ñóììå îäíîñîëèòîííûõ ðåøåíèé. Âî-âòîðûõ, ðàññåÿíèå ñîëèòîíîâ óïðóãî: îíî

ñâîäèòñÿ ëèøü ê èçìåíåíèþ �àç ñîëèòîíîâ, ïðè÷åì

ϕ+
l − ϕ−

l =

l−1∑

j=1

ln
|κl − κj |
κl + κj

−
N∑

j=l+1

ln
|κl − κj|
κl + κj

.

Â ÷àñòíîñòè,

ϕ+
1 − ϕ−

1 =

N∑

j=2

ln
κ1 + κj
κ1 − κj

,

è

ϕ+
2 − ϕ−

2 =

N∑

j=3

ln
κ2 + κj
κ2 − κj

− ln
κ1 + κ2
κ1 − κ2

.

Íà ñàìîì äåëå, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îáà óêàçàííûõ ñâîéñòâà, ðàâíî êàê è �îð-

ìóëû äëÿ �àç èìåþò ìåñòî è äëÿ îáùèõ ðåøåíèé, ò.å. ðåøåíèé ñ íåíóëåâûì êî-

ý��èöèåíòîì îòðàæåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, íåïðåðûâíûé ñïåêòð íå äàåò âêëàäà

â ðàññåÿíèå ñîëèòîíîâ.
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12 Ëåêöèÿ.

12.1 Ñêîáêè �àðäíåðà è Ìàãðè

Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå áåñêî-

íå÷íîé èåðàðõèè íå òîëüêî èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, íî è ïóàññîíîâûõ ñêîáîê. Ìû

ïðèâåäåì çäåñü òîëüêî ïåðâûé è âòîðîé ÷ëåíû ýòîé èåðàðõèè, ñêîáêè �àðäíåðà�

Çàõàðîâà�Ôàääååâà è Ìàãðè. Ïåðâàÿ èç íèõ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

{F (u), G(u)}0 =
1

2

∫
dx

(
δF

δu(x)
∂x

δG

δu(x)
− δG

δu(x)
∂x

δF

δu(x)

)
−

− 1

2

(
δF

δu(+)

δG

δu(−)
− δF

δu(−)

δG

δu(+)

)
, (12.1)

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

δF

δu(±)
= lim

x→±∞

δF

δu(x)
. (12.2)

�àññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñêîáêè íà òàêèõ �óíêöèîíàëàõ, ÷òî äëÿ ïî êðàéíåé

ìåðå îäíîé èç âàðèàöèé

δF
δu(±)

èëè

δG
δu(±)

= 0. Òîãäà (12.1) çàìåòíî óïðîùàåòñÿ:

{F (u), G(u)}0 =
∫
dx

δF

δu(x)
∂x

δG

δu(x)
, (12.3)

ïðè÷åì èìåííî â òàêîì âèäå îíà è áûëà ïîëó÷åíà ïåðâîíà÷àëüíî. Îòñþäà, â

÷àñòíîñòè,

{u(x), u(y)}0 = δ′(x− y) (12.4)

Â ñèëó (9.25) è (9.17)

H = −I1 =
∫
dx

(
1

2
u2x + u3

)
(12.5)

òàê ÷òî

δH

δu(x)
= 3u2 − uxx (12.6)

Äèíàìèêà ÊäÔ çàäàåòñÿ ïîñðåäñòâîì

ut = {u,H}0 = ∂x
δH

δu(x)
= ∂x

(
3u2 − uxx

)
(12.7)

òàê ÷òî ïî (9.23)

{u(x), Q}0 = 0. (12.8)

Îäíàêî, ïî (12.1) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî �óíêöèîíàëà F (u) èìååì:

{F (u), Q}0 =
δF

δu(−)
− δF

δu(+)
, (12.9)

ò.å. âîçíèêàåò ïîðàçèòåëüíàÿ ñèòóàöèÿ, àíàëîãà êîòîðîé äëÿ ñèñòåì êîíå÷íîãî

÷èñëà ñâîáîäû íåò: ñêîáêà Ïóàññîíà Q ñ u(x) ðàâíà íóëþ, à ñ íåêîòîðûìè �óíê-
öèîíàëàìè îò u(x) íóëþ íå ðàâíà. Òåì íå ìåíåå Q ÷àñòî íàçûâàþò àííóëÿòîðîì

ñêîáêè �àðäíåðà�Çàõàðîâà�Ôàääååâà. Äàëåå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî

{u, P}0 = ux, (12.10)
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ò.å. P � ãåíåðàòîð ïðîñòðàíñòâåííûõ òðàíñëÿöèé, à H â ñèëó (12.7) � ãàìèëü-

òîíèàí óðàâíåíèÿ ÊäÔ, äàþùèé åãî äèíàìèêó: ut = ∂x(3u
2 − uxx).

Ñëåäóþùàÿ â èåðàðõèè ñêîáêà, ñêîáêà Ìàãðè, çàäàåòñÿ ïîñðåäñòâîì

{F,G}1 =
∫
dx

∫
dy

δF

δu(x)

(
−δ

′′′(x− y)

4
+
u(x) + u(y)

2
δ′(x− y)

)
δG

δu(y)
, (12.11)

îòêóäà

{u(x), u(y)}1 = −δ
′′′(x− y)

4
+
u(x) + u(y)

2
δ′(x− y). (12.12)

Äëÿ ýòîé ñêîáêè âñå èíòåãðàëû ñäâèãàþòñÿ:

2{u(x), Q}1 = ux(x), 4{u(x), P}1 = ∂x(3u
2 − uxx) = ut, (12.13)

òàê ÷òî ãàìèëüòîíèàíîì, ïîðîæäàþùèì ÊäÔ, òåïåðü áóäåò áûâøèé èìïóëüñ.

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò H �óíêöèîíàë P ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí. Ïî îò-

íîøåíèþ ê îáîèì ñêîáêàì ñòàðøèå èíòåãðàëû ïîðîæäàþò ñòàðøèå óðàâíåíèÿ

èåðàðõèè ÊäÔ, ïðè÷åì ýâîëþöèè ïî îòíîøåíèþ ê ñòàðøèì âðåìåíàì ÿâëÿþòñÿ

ñèììåòðèÿìè óðàâíåíèÿ ÊäÔ, èëè ëþáîãî èç ñòàðøèõ óðàâíåíèé.
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13 Ëåêöèÿ (À.Â.Èëüèíà)

13.1 Ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Îïåðàòîð ∂ := ∂
∂x

êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà �óíêöèþ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

∂f = f ′ + f∂. (13.1)

Îïðåäåëèì îïåðàòîð, îáðàòíûé îïåðàòîðó ∂, ðàâåíñòâîì ∂−1∂ = Id. Óìíîæèì
îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (13.1) íà ∂−1

ñëåâà è ñïðàâà ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ∂−1f =
f∂−1−∂−1f ′∂−1

, êîòîðîå ãîâîðèò íàì, êàê ïðîíîñèòü îïåðàòîð ∂−1. Ìíîãîêðàò-

íîå ïðèìåíåíèå äàåò

∂−1f = f∂−1 − f ′∂−2 + f ′′∂−3 + . . . . (13.2)

Óïðàæíåíèå 13.1 Ïîêàçàòü, ÷òî

•
∂nf =

n∑

k=0

(
n
k

)
f (k)∂n−k, n ≥ 0;

•
∂−nf =

∑

k≥0

(−1)k
(
n+ k − 1

k

)
f (k)∂−n−k, n > 0;

Ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð � îïåðàòîð âèäà

P =

N∑

i=−∞

vi∂
i, (13.3)

ãäå vk(x) � �óíêöèè. Òàêèå îïåðàòîðû îáðàçóþò àëãåáðó P ïñåâäîäè��åðåíöè-

àëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ �äè��åðåíöèàëüíîé�

P+ =

N∑

i=0

ai(x, t)∂
i

è �èíòåãðàëüíîé�

P− =
−∞∑

k=−1

ai(x, t)∂
i.

÷àñòåé ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà.

Âû÷åòîì ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà íàçîâåì êîý��èöèåíò ïðè

∂−1
, ò.å. äëÿ (13.3)

resP = a−1(x, t).

Ëåììà 13.1 Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ P1 è P2

res([P1, P2]) = ∂P3,

ãäå P3� äè��åðåíöèàëüíûé ïîëèíîì îò êîý��èöèåíòîâ P1 è P2. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, âû÷åò êîììóòàòîðà äâóõ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ åñòü ïîë-

íàÿ ïðîèçâîäíàÿ.
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Óïðàæíåíèå 13.2 Äîêàçàòü Ëåììó (13.1).

C ïîìîùüþ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî èçâëå÷ü êâàäðàòíûé

êîðåíü èç îïåðàòîðà. Ê ïðèìåðó, äëÿ L = ∂2 + u èìååì:

(∂2 + u)
1
2 = ∂ +

u

2
∂−1 − ux

4
∂−2 +

uxx − u2

8
∂−3 + . . . .

Îïåðàòîðîì Âîëüòåððà ìû áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîð âèäàK = 1+
∑∞

i=1 ai∂
−i.

Óïðàæíåíèå 13.3 Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð Âîëüòåððà K, ò.÷.

K∂2K−1 = ∂2 + u = L. (13.4)

è îí åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè

êîý��èöèåíòàìè. Êîý��èöèåíòû K �äè��åðåíöèàëüíûå ïîëèíîìû îò u.

Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü è äðîáíûå ñòåïåíè îïåðàòîðà L, à èìåííî

L
r
2 := K∂rK−1.

Íàéäåì ÿâíûé âèä îïåðàòîðà P äëÿ ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà

Lt = [P, L]. (13.5)

Äè��åðåíöèðóÿ (13.4), ïîëó÷àåì

Lt = [
∂K

∂t
K−1, L]. (13.6)

Äàëåå, âû÷èòàåì (13.4) èç (13.5)

[
∂K

∂t
K−1 − P, L] = 0,

óìíîæàÿ íà K−1
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåâà è íà K ñïðàâà, èìååì

[K−1∂K

∂t
−K−1PK, ∂2] = 0. (13.7)

Èç (13.7) çàêëþ÷àåì, ÷òî K−1 ∂K
∂t

− K−1PK äîëæåí áûòü äè��åðåíöèàëüíûì

îïåðàòîðîì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

K−1∂K

∂t
−K−1PK =

N∑

r=0

cr∂
r. (13.8)

Ñîïðÿãàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îïåðàòîðîì K ïîëó÷àåì

P =
∂K

∂t
K−1 −

N∑

r=0

crL
r
2 .

Ïîñêîëüêó K−1 ∂K
∂t

ñîäåðæèò èñêëþ÷èòåëüíî îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè ∂, îêîí÷à-
òåëüíàÿ �îðìóëà äëÿ P ïðèíèìàåò âèä

P = −
N∑

r=0

cr(L
r
2 )+. (13.9)
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Çàìå÷àíèå 13.1 Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èìååò ñìûñë òîëüêî íå÷åíûå çíà÷å-

íèÿ r, ïîñêîëüêó ïðè r = 2m ïîëó÷àþòñÿ òðèâèàëüíûå óðàâíåíèÿ [L, Lm] = 0.
Åñëè îïðåäåëèòü ∂∗ = −∂, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî K óíèòàðåí, à L

r
2
àíòè-

ñèììåòðè÷åí äëÿ íå÷åòíûõ r. Âîçüìåì r = 3, òîãäà

L
3
2
+ = ∂3 +

3

2
u∂ +

3

4
ux, (13.10)

è ìû ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ Ëàêñà äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ :

(∂2 + u)t = [∂3 +
3

2
u∂ +

3

4
ux, ∂

2 + u], (13.11)

à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî r ê ïðåäñòàâëåíèþ Ëàêñà äëÿ óðàâíåíèé ÊäÔ

Lt = [(L
r
2 )+, L]. (13.12)

13.2 Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ è êîý��èöèåíòû �åëü�àíäà-

Äèêîãî

Ëåììà 13.2 Èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ÊäÔ èìåþò âèä

Ij =

∫
resL

j

2dx. (13.13)

Äîêàçàòåëüñòâî.

∂tnIj =

∫
res(∂tnL

j

2 )dx =

∫
res([(L

n
2 )+, L

j

2 ])dx.

Èç Ëåììû (13.1) ìû çíàåì, ÷òî âû÷åò êîììóòàòîðà äâóõ ïñåâäîäè��åðåíöèàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ åñòü ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Ïîýòîìó, â ñëó÷àå áûñòðîóáûâàþùèõ

èëè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàâíî íóëþ. �
Êîý��èöèåíòàìè �åëü�àíäà�Äèêîãî íàçûâàþòñÿ ïëîòíîñòè èíòåãðà-

ëîâ äâèæåíèÿ

Rj := resL
j

2 .

Ëåììà 13.3 Äëÿ êîý��èöèåíòîâ �åëü�àíäà�Äèêîãî èìååòñÿ ðåêêóðåíòíàÿ

�îðìóëà

Rj+2 =
1

4
(∂2 + 2u+ 2∂−1u∂)Rj . (13.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì âåëè÷èíû Sj è Tj ðàâåíñòâîì

(L
j

2 )− = Rj∂
−1 + Sj∂

−2 + Tj∂
−3 + . . . .

Òîãäà

Rj+2 = resL
j

2
+1 = res(∂2 + u)L

j

2 = res ∂2(Rj∂
−1 + Sj∂

−2 + Tj∂
−3) + uRj∂

−1 =

= R′′
j + uRj + 2S

′

j + Tj.
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Çàìåòèì, ÷òî â ðàâåíñòâå [L
j

2
+, L] = −[L

j

2
−, L] ñëåâà äè��åðåíöèàëüíûé îïåðà-

òîð, à ñïðàâà íåïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè ∂. Ñëåäîâàòåëüíî [L
j

2
−, L] íå ñîäåðæèò

îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé ∂ è èç ðàâåíñòâà

−[L
j

2
−, L] = −[Rj∂

−1 + Sj∂
−2 + Tj∂

−3 + . . . , ∂2 + u] =

= 2R′
j + (R′′

j + 2S ′
j)∂

−1 + (u′Rj + S ′′
j + 2T ′

j)∂
−2 + . . .

ñëåäóåò

R′′
j + 2S ′

j = 0,

u′Rj + S ′′
j + 2T ′

j = 0.

Ïîëüçóÿñü ïîñëåäíèìè äâóìÿ �îðìóëàìè, èìååì

4R′
j+2 = R

′′′

j + 4uR
′

j + 2u′Rj . � (13.15)

�åêóðñèîííûé îïåðàòîð äëÿ ÊäÔ � ýòî îïåðàòîð

Λ = ∂2 + 2u+ 2∂−1u∂.

Ñ åãî ïîìîøüþ �îðìóëó (13.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

R2j−1 = 2−2jΛj · 1. (13.16)

�àññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ ïëîòíîñòåé èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ

R(z) =
∞∑

n=−1

Rnz
−n−2.

Óïðàæíåíèå 13.4 Ïîêàçàòü, ÷òî R(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

R′′′(z) + 4(u− z2)R′(z) + 2u′R(z) = 0.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû áóäóò íåîáõîäèìû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãàìèëüòîíîâîñòè

óðàâíåíèé èåðàðõèè ÊäÔ.

Ëåììà 13.4 Äëÿ êîý��èöèåíòîâ �åëü�àíäà�Äèêîãî èìååòñÿ ïîëåçíîå ñîîò-

íîøåíèå

δ

δu

∫
Rm =

m

2
Rm−2u (13.17)

Äîêàçàòåëüñòâî.

∫
res δL

m
2 dx =

m

2

∫
resL

m−2
2 δLdx =

m

2

∫
resL

m−2
2
δu(x)

δu(y)
dx =

m

2
Rm−2. �

Ëåììà 13.5

Lt = [Lα
+, L] = 2∂ resLα. (13.18)

Äîêàçàòåëüñòâî.

P+ ∋ [Lα
+, L] = [Lα − Lα

−, L] = −[Lα
−, L] ∼ −[v1∂

−1, ∂2] = 2∂v1 = 2∂ resLα. �
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Ëåììà 13.6 Óðàâíåíèÿ èåðàðõèè ÊäÔ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

∂tmu =
4

m+ 2

d

dx

δIm+2

δu
(13.19)

∂

∂x

δIm+2

δu
=
m+ 2

2

∂

∂x
Rm =

m+ 2

2

∂

∂x
resL

m
2 .

Îòñþäà

2
∂

∂x
resL

m
2 =

4

m+ 2

∂

∂x

δIm+2

δu
. �

Èç Ëåììû (13.6) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ èåðàðõèè ÊäÔ èìåþò ãàìèëüòîíîâó

�îðìóëèðîâêó

∂tmu = {u,Hm}1 (13.20)


 ãàìèëüòîíèàíîì Hm = 4
m+2

Im+2 è ñêîáêîé Ïóàññîíà âèäà

{F,G}1 =
∫
δF

δu

d

dx

δG

δu
dx. (13.21)

Îòíîñèòåëüíî ñêîáêè (13.21) èíòåãðàëû äâèæåíèÿ íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè

{In, Im}1 =
∫
δIm
δu

d

dx

δIn
δu

dx =
mn

4

∫
Rm−2R

′
n−2dx = 0, (13.22)

ïîñêîëüêó êîý��èöèåíòû �åëü�àíäà�Äèêîãî èìåþò ñâîéñòâî

RjR
′
l = P ′

j,l, (13.23)

ãäå Pj,l äè��åðåíöèàëüíûé ïîëèíîì.

Óïðàæíåíèå 13.5 Âîñïîëüçîâàâøèñü èíäóêöèåé è �îðìóëîé (13.15) äîêàæè-

òå �îðìóëó (13.23).

Âàæíåéøèå ñâîéñòâî èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîìèìî áåñêî-

íå÷íîé èåðàðõèè èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, îíè îáëàäàþò è áåñêîíå÷íîé èåðàðõèåé

ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð. Â ÷àñòíîñòè, ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∂tmu =
4

m+ 2

d

dx

δIm+2

δu
= 2R′

m =
1

2

∂

∂x
ΛRm−2 =

1

m

∂

∂x
Λ
δIm
δu

= {u, 1
m
Im}2,

(13.24)

çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè (13.17), (13.16), à

{F,G}2 =
∫
δF

δu

d

dx
Λ
δG

δu
dx.

Òàì ñàìûì óðàâííåíèÿ ÊäÔ áèãàìèëüòîíîâî!

Çàìå÷àíèå 13.2 Âûñøèå ñêîáêè Ïóàññîíà ïîëó÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðè-

ìåíåíèåì îïåðàòîðà ðåêóðñèè ïî àíàëîãèè ñ âû÷èñëåíèÿìè â (13.24).
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14 Ëåêöèÿ. Êîììóòàòîðíûå òîæäåñòâà

14.1 Êîììóòàòîðíûå òîæäåñòâà

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ A è B ïðîèçâîëüíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû âûïîë-

íåíî ñëåäóþùåå êîììóòàòîðíîå òîæäåñòâî:

[A3, [A,B]]− 3

4
[A2, [A2, B]]− 1

4
[A, [A, [A, [A,B]]]] = 0. (14.1)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî òîæäåñòâà äîñòàòî÷íî ðàñêðûòü âñå ñêîáêè, ïîëü-

çóÿñü ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî êîììóòàòîðû ñòåïåíåé

îïåðàòîðà A êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîþ. Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàäàòü çàâèñè-

ìîñòü B îò ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà âðåìåí t1, t2, . . . �îðìóëàìè

Bt1 = [A,B], Bt2 = [A2, B], Bt3 = [A3, B], . . . , (14.2)

÷òî â ñèëó (14.1) îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ B(t1, t2, t3) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂2B(t)

∂t1∂t3
− 3

4

∂2B(t)

∂t22
− 1

4

∂4B(t)

∂t41
= 0, (14.3)

ò.å. ëèíåàðèçîâàííîìó óðàâíåíèþ ÊÏII: óðàâíåíèå (1.14) ïðè σ2 = 1, t1 = x,
t2 = y è t3 = −4t.

Òîæäåñòâî (14.1) äîïóñêàåò îáîáùåíèå, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîëóáåñêîíå÷íûé íà-

áîð êîììóòàòîðíûõ òîæäåñòâ

[An, [A, . . . , [A,︸ ︷︷ ︸
n−2

B] . . .] =

=
1

2n−1

[(n−1)/2]∑

m=0

n!

(2m+ 1)!(n− 2m− 1)!
[A2, . . . , [A2,︸ ︷︷ ︸

n−2m−1

[A, . . . , [A,︸ ︷︷ ︸
4m

B] . . .], n ≥ 2,

(14.4)

êîòîðîå òàêæå ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî. Çäåñü [(n − 1)/2] îçíà÷àåò
öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà. Â ñèëó (14.2) ìû âèäèì, ÷òî ïî ïåðåìåííûì t1, t2 è tn
âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ:

∂n−1B(t)

∂tn−2
1 ∂tn

=
1

2n−1

[(n−1)/2]∑

m=0

n!

(2m+ 1)!(n− 2m− 1)!

∂n+2m−1B(t)

∂t4m1 ∂tn−2m−1
2

, (14.5)

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âûñøèìè ëèíåàðèçîâàííûìè óðàâíåíèÿìè ÊÏII èåðàðõèè.

Â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ îäíî èç ñïåöè�è÷åñêèõ ñâîéñòâ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé:

îíè âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè áåñêîíå÷íûõ èåðàðõèé èíòåãðèðóåìûõ óðàâ-

íåíèé, óïîðÿäî÷åííûõ ïî ñòåïåíÿì ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò

èìåòü ââèäó, ÷òî âêëþ÷åíèå, ñêàæåì, ÷åòûðåõ âðåìåí (íàïðèìåð, t1, t2, t3 è t4)
íå îçíà÷àåò, ÷òî ìû èìååì èíòåãðèðóåìîå óðàâíåíèå �óíêöèè ÷åòûðåõ ïåðåìåí-

íûõ. Íà ñàìîì äåëå, �óíêöèÿ B(t) â ýòîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò äâóì óðàâíå-

íèÿì èç (14.5), êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïî òðåì íåçàâèñèìûì

ïåðåìåííûì: ïðè n = 3 ýòî t1, t2 è t3, à ïðè n = 4 � ýòî t1, t2 è t4.
Ââåäÿ çàâèñèìîñòü îïåðàòîðà B îò �âðåìåí� (íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ) ïî

(14.2) ìû ïðèøëè ê ëèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, êîòîðûì îí

óäîâëåòâîðÿåò â ñèëó êîììóòàòîðíûõ òîæäåñòâ. Òåïåðü íàøà çàäà÷à � ïîñòðî-

èòü ñîîòâåòñòâóþùèå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ. Îäíàêî ïðåäâàðèòåëüíî ìû ðàñ-

ñìîòðèì îïåðàòîðíóþ ðåàëèçàöèþ ýëåìåíòîâ A è B àññîöèàòèâíîé àëãåáðû.
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14.2 Îïåðàòîðû A è B

Â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (14.2) îïåðàòîð B çàâèñèò îò t1, ïîýòîìó åñòåñòâåííî
ñ÷èòàòü, ÷òî îí äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé t1,
íàïðèìåð L2(R, dt1). Ïóñòü D1 îçíà÷àåò îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ â ýòîì

ïðîñòðàíñòâå: (D1f)(t1) = ft1(t1). Òîãäà ïî (14.2)

A = D1 + z, (14.6)

ãäå z � íåêîòîðûé îïåðàòîð, êîììóòèðóþùèé ñ ïðîèçâîëüíûì îïåðàòîðîì B.
Èçáåãàÿ èçëèøíåé îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z � ïàðàìåòð, z ∈ C. Ïî àíà-

ëîãèè ñ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, ïîëîæèì, ÷òî ìû ðàññìàòðè-

âàåì îïåðàòîðû, çàäàííûå ïîñðåäñâîì

B(t1)f(t1) =
1

2π

∫
dp eipt1B̃(t1, ip+ z)

∫
dt′1 e

−ipt′1f(t′1), (14.7)

ãäå B̃(t1, z) � �óíêöèÿ òðåõ âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòîâ: t1, zRe è zIm. Ìû áóäåì

íàçûâàòü ýòó �óíêöèþ ñèìâîëîì îïåðàòîðà B, ïðè÷åì ìû íå ïðåäïîëàãàåì

åå àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò ïåðåìåííîé z = zRe + izIm. (Âîîáùå ãîâîðÿ,
ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû ñ ñèìâîëàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ

îáîáùåííûìè �óíêöèÿìè óìåðåííîãî ðîñòà.) Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñèìâîë îïåðà-

òîðà çàäàí, òî ñàì îïåðàòîð âîññòàíàâëèâàåòñÿ �îðìàëüíîé ïîäñòàíîâêîé

B(t1, A) =:B̃(t1, z +D1): , (14.8)

åñëè îíà èìååò ñìûñë è ãäå :· : îçíà÷àåò �íîðìàëüíîå� óïîðÿäî÷åíèå, ò.å. âñå

îïåðàòîðû D1 ñòîÿò ñïðàâà. Â ñèëó (14.6) è (14.7) ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Ã(t1, z) = z. (14.9)

Ïóñòü òåïåðü èìåþòñÿ äâà îïåðàòîðà B è B′
ñ ñèìâîëàìè, ñîîòâåòñòâåííî,

B̃(t1, z) è B̃′(t1, z). Òîãäà äëÿ ñèìâîëà èõ êîìïîçèöèè ïî (14.7) ïîëó÷àåì

B̃B′(t1, z) =
1

2π

∫
dp eipt1B̃(t1, z + ip)

∫
dt′1 e

−ipt′1B̃′(t′1, z). (14.10)

Îòñþäà äëÿ ñèìâîëà êîììóòàòîðà [An, B] ñëåäóåò:

˜[An, B](t1, z) =
(
(∂t1 + z)n − zn

)
B̃(t1, z). (14.11)

Ïóñòü òåïåðü îïåðàòîð B(t) çàâèñèò îò t2, t3, . . . , tn, ãäå n � íåêîòîðîå êîíå÷íîå

÷èñëî, â ñèëó (14.2), Â ñèëó (14.7) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îò ýòèõ æå âðåìåí çàâèñèò

è ñèìâîë ýòîãî îïåðàòîðà, B̃(t, z), òàê, ÷òî âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ

B̃t2(t, z) = B̃t1t1(t, z) + 2zB̃t1(t, z), (14.12)

B̃t3(t, z) = B̃t1t1t1(t, z) + 3zB̃t1t1(t, z) + 3z2B̃t1(t, z). (14.13)

. . .

B̃tn(t, z) =

n−1∑

m=0

n!zn−m

m!(n−m)!
B̃

(m)
t1 (t1, z), (14.14)
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ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (14.11) (íå ïóòàòü ∂t1 è D1!).

Íà ìíîæåñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ ∂̄-äè�-
�åðåíöèðîâàíèÿ. Ïî çàäàííîìó îïåðàòîðó F ñ ñèìâîëîì F̃ (t1, z) îïðåäåëèì

îïåðàòîð ∂̄F , çàäàâ åãî ÿäðî êàê

˜̄∂F (t1, z) =
∂F̃ (t1, z)

∂z̄
, (14.15)

ãäå äëÿ z = zRe + izIm ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂zRe
+ i

∂

zIm

)
, (14.16)

òàê ÷òî ∂̄z = 0, ∂̄z̄ = 1. Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ∂̄F ñóùåñòâóåò, åãî

äåéñòâèå íà âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà äàåòñÿ ïî (14.7) êàê

(∂̄F )f(t1) =
1

2π

∫
dp
∂F̃ (t1, z + ip)

∂z̄

∫
dt′1 e

−ip(t1−t′1)f(t′1), (14.17)

è ïî (14.10) âûïîëíåíî ïðàâèëî Ëåéáíèöà äëÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäå-

íèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ:

∂̄(FF ′) = (∂̄F )F ′ + F ∂̄F ′. (14.18)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ýòà ïðîöåäóðà äàåò

íîëü, â ÷àñòíîñòè ïî (14.9)

∂̄A = 0. (14.19)

Çàäà÷à 13 Äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî ðàâåñíòâî (14.1)

ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì.

Çàäà÷à 14 Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (14.12), (14.13).
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15 Ëåêöèÿ.

15.1 Îáðàòíàÿ çàäà÷à (ïðîöåäóðà îäåâàíèÿ)

Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð B(t, A), çàâèñÿùèé îò âðåìåí t1, . . . , tn ïî (14.2), ñì.

(14.12)�(14.14). Ââåäåì îïåðàòîð îäåâàíèÿ K(t) êàê ðåøåíèå ∂̄-çàäà÷è (ñì.

(14.15))

∂̄K(t) = K(t)B(t), (15.1)

íîðìèðîâàííîå óñëîâèåì, ÷òî åãî ñèìâîë íà z-áåñêîíå÷íîñòè èìååò ïðåäåë

lim
z→∞

K̃(t, z) = 1. (15.2)

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Ïðè ýòîì óñëî-

âèè, êîòîðîå òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé íà ñèìâîë îïåðàòîðà B, êîòî-
ðûå ìû òóò íå ðàññìàòðèâàåì, ýòà çàäà÷à ïîçâîëÿåò âûâåñòè óðàâíåíèÿ, îïè-

ñûâàþùèå ýâîëþöèþ îïåðàòîðà K. Ïðè ýòîì äëÿ çàâèñèìîñòè îò t1 ìû èìååì

íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ A è B:

Kt1 +KA = AK, (15.3)

êàê, âïðî÷åì è äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà. Îäíàêî óæå äëÿ

ýâîëþöèè ïî t2 ñèòóàöèÿ áîëåå ñëîæíàÿ. Ïîëîæèì, ÷òî ñèìâîë îïåðàòîðà K
îáëàäàåò àñèìïòîòèêîé

K̃(t, z) = 1 +
v(t)

z
+
w(t)

z2
+O(z−3), z → ∞ (15.4)

ãäå v(t) è w(t) � íåêîòîðûå �óíêöèè t, íå çàâèñÿùèå îò z è ÿâëÿþùèåñÿ, òåì

ñàìûì, ïî (14.7) ñèìâîëàìè îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà-

÷àòü òàê æå v(t), w(t) è ò.ä. �àâåíñòâî (15.4) ìû áóäåì �îðìàëüíî ïèñàòü â

âèäå

K(t) = 1 + v(t)A−1 + w(t)A−2 + . . . . (15.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð K äîïóñêàåò îáðàòíûé, ò.å. ñóùåñòâóåò îïåðàòîð

K−1
, òàêîé, ÷òî KK−1 = 1. Òîãäà, â ñèëó (14.18) è (15.1) KBK−1+K∂̄K−1 = 0,

ò.å.

∂̄K−1 = −BK−1, (15.6)

à â ñèëó (15.2) èìååì íîðìèðîâêó

lim
z→∞

K̃−1(t, z) = 1. (15.7)

Åñëè êîý��èöèåíòû îïåðàòîðà K ïðè z → ∞ èçâåñòíû, òî îïðåäåëÿþòñÿ è

êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà K−1
. Íàïðèìåð, ïî (15.5) íàõîäèì

K−1(t, A) = 1− v(t)A−1 − (w(t)− v2(t))A−2 + . . . , z → ∞. (15.8)

Çàäà÷à 15 Âîññòàíîâèòü äåòàëè âûâîäà ðàâåíñòâà (15.8).
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15.2 Ñòàðøèå ýâîëþöèè îïåðàòîðà K

Ýâîëþöèè îïåðàòîðà B çàäàíû ïî (14.2): Btn = [An, B], à çàâèñèìîñòü îïåðàòî-
ðà K(t) îò ñòàðøèõ âðåìåí îïðåäåëÿåòñÿ çàäà÷åé (15.1) ñ íîðìèðîâêîé (15.2).

Òîãäà, â ñèëó (14.19), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

∂(Ktn +KAn) = (Ktn +KAn)B. n ≥ 2. (15.9)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (15.6) B = −(∂̄K−1)K, ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðåäû-

äóùåå ðàâåíñòâî â âèäå ∂
(
(Ktn + KAn)K−1

)
= 0. Èòàê, ñèìâîë ïðîèçâåäåíèÿ

(Ktn +KA
n)K−1

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé ïåðåìåííîé z, à çíà÷èò ñîâ-
ïàäàåò ñ ïîëèíîìèàëüíîé ÷àñòüþ ýòîãî æå ïðîèçâåäåíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

îïåðàòîðà F ââåäåì ðàçáèåíèå:

F = F+ + F−, (15.10)

F̃−(t, z) =

∫
dwRedwIm

π(z − w)

∂F̃ (t, w)

∂w
. (15.11)

Åñëè ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò è ìîæíî ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïåðåõî-

äèòü ê ïðåäåëó z → ∞, òî ñèìâîë F̃−(t, z) óáûâàåò íà z-áåñêîíå÷íîñòè. À â

ñèëó (15.10) è (15.11) ∂F+ = 0. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèìâîëû îïåðàòîðà ïðèíàäëå-

æàò ïðîñòðàíñòâó îáîáùåííûõ �óíêöèé óìåðåííîãî ðîñòà ïî ïåðåìåííîé z, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî F+(t) çàâèñèò îò A ïîëèíîìèàëüíî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëü-

íûì îïåðàòîðîì. Äàëåå, ïîñêîëüêó ñèìâîë îïåðàòîðà K̃tn(t, z) → 0 ïðè z → ∞,

êàê ñëåäóåò èç (15.2), òî ïåðâîå ñëàãàåìîå, KtnK
−1
, íå èìååò ïîëèíîìèàëüíîé

÷àñòè â ñèëó (15.7). Èòàê:

(Ktn +KAn)K−1 =
(
KAnK−1

)
+
, n = 0, 1, 2, . . . . (15.12)

Ââåäåì îïåðàòîð

Γ = KAK−1, (15.13)

òàê ÷òî Γn = KAnK−1
è ðàâåíñòâî (15.12) ïðèíèìàåò âèä

Ktn +KAn = (Γn)+K. (15.14)

Èìåííî ýòî ðàâåíñòâî è çàäàåò äèíàìèêó îïåðàòîðà K ïî ñòàðøèì âðåìåíàì.

15.3 Ñèñòåìà Çàõàðîâà�Øàáàòà

Ïî îïðåäåëåíèþ

ΓK = KA, (15.15)

÷òî �îðìàëüíî, ñð. (14.8) è ïåðâîå ðàâåíñòâî â (14.10), ìîæíî çàïèñàòü êàê

:Γ(t, D1 + z):K̃(t, z) = zK̃(t, z), (15.16)

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî K̃(t, z) � ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ äëÿ îïåðàòîðà Γ.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèìâîëà Γ̃(t, z) ïî ïåðåìåííîé z ñëåäóþò, êîíå÷-
íî, èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ K è K−1

. Ïî-

ñêîëüêó Γ = A − [A,K]K−1
, òî Γ̃(t, z) ðàñòåò ëèíåéíî, ïðè÷åì êîíñòàíòíûé
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÷ëåí îòñóòñòâóåò. Aíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò è èç (15.5), (15.8), òàê ÷òî

ìû èìååì

Γ(t, A) = A+
∞∑

m=1

γmA
−m, (15.17)

è àíàëîãè÷íî

Γn(t, A) = An +
∞∑

m=2−n

γn,mA
−m, n ≥ 2, (15.18)

ãäå òàêæå îòñóòñòâóåò ÷ëåí ñòåïåíè n− 1.
Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü Γm(t, A) ñëåäóåò èç (15.14):

∂tnΓ
m = [Γm, (Γn)−] ≡ −[Γm, (Γn)+], (15.19)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî [Γm,Γn] = 0. Àíòèñèììåòðèçóåì ýòî ðàâåíñòâî:

∂tnΓ
m − ∂tmΓ

n = [Γm, (Γn)−] + [Γm, (Γm)+] =

= [(Γm)+ + (Γm)−, (Γ
n)−] + [(Γn)+ + (Γn)−, (Γ

m)+] =

= [(Γm)−, (Γ
n)−] + [(Γn)+, (Γ

m)+].

÷òî äàåò âûðàæåíèå, ðàçëîæåííîå íà ïîëèíîìèàëüíóþ è óáûâàþùèå ÷àñòè (ñì.

Çàäà÷ó 16). �àçëàãàÿ àíàëîãè÷íî èñõîäíîå âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì:

∂tn(Γ
m)+ − ∂tm(Γ

n)+ = [(Γn)+, (Γ
m)+], (15.20)

∂tn(Γ
m)− − ∂tm(Γ

n)− = [(Γm)−, (Γ
n)−], (15.21)

Íàáîð ðàâåíñòâ (15.20) (èëè (15.21)) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Çàõàðîîâà�Øàáàòà.

Â ñèëó (15.14) ýòà ñèñòåìà ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïîòîêè ïî m-ìó è n-ìó âðåìåíàì

êîììóòèðóþò.

Çàäà÷à 16 Ïóñòü F è G � äâà ïðîèçâîëüíûõ îïåðàòîðà ðàññìàòðèâàåìîãî

êëàññà. Äîêàçàòü, ÷òî êîììóòàòîð [F+, G+] ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì îïå-

ðàòîðîì, à ñèìâîë êîììóòàòîðà [F−, G−] óáûâàåò ñ ðîñòîì z.
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16 Ëåêöèÿ

16.1 Ñâîéñòâà ñèìâîëà îïåðàòîðà B

�àññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèé (14.2), êîòîðûå â ñèëó (14.6) è (14.10) çàïèñû-

âàþòñÿ êàê

B̃tn(t, z) = {(∂t1 + z)n − zn}B(t, z). (16.1)

�åøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

B̃(t, z) =

∫
dp eipt1+[(ip+z)2−z2]t2+[(ip+z)3−z3]t3+···+[(ip+z)n−zn]tnf(p, z), (16.2)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî âåùåñòâåííûì p îò −∞ äî +∞. Çàìåòèì òåïåðü,

÷òî êîý��èöèåíò ïðè t2, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ðàñõîäèòñÿ è â ëþáîì ñëó÷àå

äàåò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ïî t2, äàæå åñëè �óíêöèÿ f(p, z) ëîêàëüíà ïî p.
Èçáàâèòüñÿ îò ýòèõ ïðîáëåì ìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ëèáî p = 0, ëè-
áî p = −2zIm. Ïåðâûé âûáîð äàåò êîíñòàíòíîå ðåøåíèå, à ïîòîìó íåèíòåðå-

ñåí. Ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì òîëüêî òàêèå �óíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî

ïðåäñòàâëåíèå f(p, z) = δ(p+ 2zIm)b(z), òàê ÷òî

B̃(t, z) = e−2izImt1+[z̄2−z2]t2+[z̄3−z3]t3+···+[z̄n−zn]tnb(z), (16.3)

ãäå b(z) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì êîý�-

�èöèåíòû ïðè t3 è ñòàðøèõ âðåìåíàõ òàêæå ñòàëè ÷èñòî ìíèìûìè.

Òåïåðü óðàâíåíèå (15.1), çàïèñàííîå äëÿ ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ, ïðèîáðåòàåò

âèä

∂K̃(t, z)

∂z̄
= K̃(t, z̄)e−2izImt1+[z̄2−z2]t2+[z̄3−z3]t3b(z), (16.4)

÷òî, ñîáñòâåííî, è íàçûâàåòñÿ ∂̄-çàäà÷åé (ñ ñîïðÿæåíèåì). Çàìåòèì, ÷òî ýòî

óðàâíåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂ ϕ(t, z)

∂z̄
= ϕ(t, z̄)b(z), (16.5)

åñëè ââåñòè ðåøåíèå Éîñòà

ϕ(t, z) = K̃(t, z)ezt1+z2t2+z3t3+.... (16.6)

16.2 Óðàâíåíèå ÊÏII è �îðìóëèðîâêà â òåðìèíàõ ðåøå-

íèé Éîñòà

�àññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè îáùåãî ïîñòðîåíèÿ. Ïðè n = 2 óðàâíåíèÿ (15.5),

(15.8) è (15.13) äàþò

(Γ2)+ = A2 − u, (16.7)

ãäå ìû îáîçíà÷èëè

u(t) = 2vt1(t), (16.8)

÷òî ïî (15.14) îçíà÷àåò

Kt2 +KA2 = A2K − uK. (16.9)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè (Γ3)+ çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (16.9)

KA3K−1 = A3 +K[A,K−1]A2 +KA[A2, K−1] =

= A3 +KK−1
t1A

2 +K(K−1
t2 −K−1u)A+

+K(K−1
t2 −K−1u)t1 ,

ãäå èñïîëüçîâàíî (16.9). Ïî (15.5), (15.8), (15.13) è (16.8), , íàõîäèì

(Γ3)+ = A3 − 3

2
uA− 3

4
ut1 −

3

4

∫ t1

ut2 , (16.10)

ãäå

∫ t1 ut2 îçíà÷àåò ïåðâîîáðàçíóþ ut2(t) ïî ïåðåìåííîé t1. Òåïåðü (15.20) äëÿ

m = 2 è n = 3 äàåò
(
−4ut3 − 6uut1 + ut1t1t1

)
t1
= −3ut2t2 , (16.11)

÷òî åñòü óðàâíåíèå ÊÏII, (1.16), ïðè x = t1, y = t2 è t = −4t3.
Óðàâíåíèå (16.9) ïî (16.6) ñâîäèòñÿ

ϕt2 −ϕt1t1 +u(t)ϕ = 0, (16.12)

ò.å. ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè, ñð. (1.17).

Äàëåå, â ñèëó (16.6) ðàâåíñòâî (15.14) ïðèìàåò âèä

ϕtn(t, z) = An(t, ∂t1)ϕ(t, z), (16.13)

ãäå ìû ââåëè äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

An(t, ∂t1) =:(Γ̃n)+(t, ∂t1):, (16.14)

êîòîðûé ââèäó (15.18) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå �îðìàëüíîãî ðÿäà

An(t, ∂t1) = ∂nt1 +
0∑

m=2−n

γn,m(t)∂
−m
t1

. n ≥ 2, (16.15)

Ââåäåì äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L = −∂t2 +A2, (16.16)

òàê ÷òî ïî (16.7)

A2(t, ∂t1) = ∂2t1 − u(t), (16.17)

÷òî ëåãêî ñëåäóåò è èç (16.14). Ìû ïîëó÷èëè ëàêñîâ îïåðàòîð, äàííûé â (1.17),

ò.å. îïåðàòîð òåïëîïðîâîäíîñòè. À (16.13) ïðè n = 2 åñòü (16.12):

Lϕ = 0, (16.18)

òàê ÷òî ϕ(t, z) � ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïåðàòîðà L (ïðè íóëåâîé ýíåðãèè). Äà-

ëåå, ïî (15.20) ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó Çàõàðîâà�Øàáàòà:

Am,tn −An,tm = [An,Am]. (16.19)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 2

−An,t2 +[A2,An] = A2,tn

÷òî â ñèëó (16.16) äàåò èåðàðõèþ ÊÏII

Ltn = [L,An]. (16.20)

Èåðàðõèÿ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé � ýòî (áåñêîíå÷íûé) íàáîð èíòåãðèðóåìûõ

óðàâíåíèé ñ îäíèì è òåì æå îïåðàòîðîì Ëàêñà.
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16.3 �åäóêöèÿ ê óðàâíåíèþ ÊäÔ

Êàê ñëåäóåò èç (14.2), (15.1) è (15.6), ïîñêîëüêó Γn = KAnK−1
, òî

∂Γn = −K[An, B]K−1. (16.21)

Åñëè Kt2 = 0, òî ïî ïðåäûäóùåìó ðàâåíñòâó ∂Γ2 = 0, ò.å. Γ2
� äè��åðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð.

Ïðåäñòàâëåíèå (16.3) äîïóñêàåò ðåäóêöèþ ê ñëó÷àþ, êîãäà ñèìâîë îïåðàòîðà

B, à òîãäà è ñàì îïåðàòîð, íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé t2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

b(p, zIm) ∼ δ(p+ 2zIm):

B̃(t, z) = δ(zRe)e
−2izImt1+2iz3Imt3+···r(zIm), (16.22)

ïðè÷åì ëåãêî âèäåòü, ÷òî âìåñòå ñ t2 âûïàëà çàâèñèìîñòü è îò âñåõ ÷åòíûõ

âðåìåí. Òàêèì îáðàçîì, â èåðàðõèè ÊäÔ óðàâíåíèé �â äâà ðàçà ìåíüøå�, ÷åì â

èåðàðõèè ÊÏ.

Ââèäó íåçàâèñèìîñòè B(t) îò t2, îò íåãî íå çàâèñèò òàêæå è îïåðàòîð îäåâà-
íèÿ K(t), òàê ÷òî (16.9) ñâîäèòñÿ ê

(A2 − u)K = KA2, (16.23)

è

Γ2 = A2 − u, (16.24)

ò.å. êâàäðàò ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà îêàçûâàåòñÿ ÷èñòî äè��å-

ðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ÊäÔ, ïîñêîëü-

êó ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ íåçàâèñèìîñòè îò t2. Ïåðåõîäÿ ê ðåøåíèÿì Éîñòà,

îòìåòèì, ÷òî îïÿòü æå ââèäó íåçàâèñèìîñòè îò t2, ýòè ðåøåíèÿ íóæíî îïðåäå-

ëÿòü êàê

ϕ(t, z) = K̃(t, z)ezt1+z3t3+z5t5+···, (16.25)

â îòëè÷èè îò (16.6). Òîãäà (16.23) ñâîäèòñÿ ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ ñòàöèî-

íàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà,

−ϕt1t1(t, z) + u(t)ϕ(t, z) = −z2 ϕ(t, z), (16.26)

ãäå −z2 èãðàåò ðîëü ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, z = ik â îáîçíà÷åíèÿõ Ëåêöèè 3.
Ïîñêîëüêó zRe = −kIm, òî ðàâåíñòâî (16.22) â ñèëó (16.4) îçíà÷àåò, ÷òî ðå÷åíèÿ
Éîñòà äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ àíàëèòè÷íû â âåðõíåé è íèæíåé ïî-

ëóïëîñêîñòÿõ ïåðåìåííîé k, êàê ìû âèäåëè ðàíüøå. Âòîðîé îïåðàòîð ëàêñîâîé

ïàðû, (1.13), ïîëó÷àåòñÿ ïî (16.13), (16.14), ïðè÷åì òåïåðü â (Γ3)+ îòñóòñòâóåò

èíòåãðàëüíûé ÷ëåí, ñì. (16.10).
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17 Âîïðîñû ê çà÷åòó

1. Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è. Óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà

2. �åøåíèÿ Éîñòà äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà

3. Äèñêðåòíûé ñïåêòð

4. Îáðàòíàÿ çàäà÷à: çàäà÷à �èìàíà��èëüáåðòà

5. Âðåìåíí�àÿ ýâîëþöèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ.

6. Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7. Ñêîáêè �àðäíåðà�Çàõàðîâà�Ôàääååâà è Ìàãðè.

8. Îäíî- è äâóñîëèòîííûå ðåøåíèÿ.
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