
Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè II. Çàäà÷è ê äîìàøíåìó ýêçàìåíó

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñòàðøèå âåñà âíåøíèõ ñòåïåíåé âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
sln ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè âåñàìè.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèÿ Ñåððà äëÿ âñåõ ïðîñòûõ êëàññè÷åñêèõ àëãåáð Ëè.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü w - ýëåìåíò äëèíû l ãðóïïû Âåéëÿ ñèñòåìû êîðíåé R è w =
si1si2 · · · sil - åãî ïðèâåäåííîå ðàçëîæåíèå. Ïóñòü

Rw = {γ ∈ R+ : w−1(γ) ∈ R−}.
Òîãäà
à) l(w) = |Rw|
á) Rw = {αi1 , si1(αi2), si1si2(αi3), . . . , si1si2 · · · sil−1

(αil)} .

Çàäà÷à 4. Äåéñòâóÿ íà ýðìèòîâû ìàòðèöû, óñòàíîâèòå èçîìîðôèçì ñîáñòâåííîé
ãðóïïû Ëîðåíöà SO0(1, 3) è ãðóïïû SL(2,C)/± 1.

Çàäà÷à 5. Âåùåñòâåííàÿ ãðóïïà G = SU∗(2n) (äðóãîå îáîçíà÷åíèå SL(n,H)) îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ïîäãðóïïà ãðóïïû SL(2n,C), ñîñòîÿùàÿ èç åå ýëåìåíòîâ, êîììóòèðóþùèõ
ñ ïðåîáðàçîâàíèåì J , ãäå

J(z1, ...zn, zn+1, ..., z2n) = (z̄n+1, ..., z̄2n,−z̄1, ...,−z̄n).

Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà è åå àëãåáðà Ëè îïèñûâàþòñÿ áëî÷íûìè ìàòðèöàìè

(
A B
−B̄ Ā

)
ñ óñëîâèÿìè íà äåòåðìèíàíò è ñëåä ñîîòâåòñòâåííî. Îïèøèòå êîìïëåêñèôèêàöèþ
àëãåáðû Ëè, âåùåñòâåííóþ èíâîëþöèþ, ìàêñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó K è
ðàçëîæåíèå Êàðòàíà. Ïîêàæèòå, ÷òîG - âåùåñòâåííàÿ ôîðìà (AII) ãðóïïû SL(2n,C).
Êàêîâ ðàíã ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà G/K?

Çàäà÷à 6. Ïóñòü ω - íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà â ëè-
íåéíîì ïðîñòðàíñòâå R2n. Ëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî - ýòî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàç-
ìåðíîñòè n, íà êîòîðîì ω = 0. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðàññìàíèàí ëàãðàíæåâûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ - îäíîðîäíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Îïèøèòå ãðóïïó èçîìåòðèé è ñòàáè-
ëèçàòîð òî÷êè. Ïîêàæèòå, ÷òî îíî ñèììåòðè÷åñêîå. Êîìïàêòíî îíî èëè íåò? Êàêîâ
åãî ðàíã?
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