
Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, 2-é ñåìåñòð, 2017/18 ó÷. ã. Ëèñòîê 1.9

Ëèñòîê 1.9

Ìíîãîìåðíîå èíòåãðèðîâàíèå
ñðîê ñäà÷è 8 èþíÿ

Çàäà÷à 1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f : [0, 1] × [0, 1] → R, äëÿ êîòîðîé äâîéíîé

èíòåãðàë
∫∫

[0,1]×[0,1]
f(x, y) dxdy íå ñóùåñòâóåò, à ïîâòîðíûé èíòåãðàë

∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y) dy

)
dx ñóùåñòâó-

åò.

Çàäà÷à 2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f : [0, 1] × [0, 1] → R, äëÿ êîòîðîé äâîéíîé

èíòåãðàë
∫∫

[0,1]×[0,1]
f(x, y) dxdy íå ñóùåñòâóåò, à îáà ïîâòîðíûõ èíòåãðàëà

∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y) dy

)
dx è∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y) dx

)
dy ñóùåñòâóþò.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü îáëàñòü Ω íà ïëîñêîñòè Oxy èìååò ïëîùàäü S è êîîðäèíàòû (x0, y0) öåíòðà ìàññ.
Âðàùàÿ îáëàñòü Ω âîêðóã îñè Oy, ïîëó÷èì òåëî T . Äîêàæèòå, ÷òî îáú¼ì òåëà T ðàâåí 2πx0S.

Çàäà÷à 4. Òåëî äâèãàåòñÿ âäîëü îñè Oz, íàïðàâëåííîé âåðòèêàëüíî âíèç, ïîãðóæàÿñü â îçåðî, óðî-
âåíü ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî � ïëîñêîñòü z = 0. Ïóñòü z �êîîðäèíàòà ôèêñèðîâàííîé òî÷êè P òåëà.
Äåéñòâóþùàÿ íà òåëî ñèëà Àðõèìåäà ðàâíà ρgV (z), ãäå ρg�êîíñòàíòà (ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòè
âîäû íà óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ), à V (z)� îáú¼ì ÷àñòè òåëà, íàõîäÿùåéñÿ íèæå óðîâíÿ âî-
äû. Ðàáîòà ïðîòèâ ñèëû Àðõèìåäà ïðè ïîãðóæåíèè òåëà îò ïîëîæåíèÿ z = a äî ïîëîæåíèÿ z = b
òîãäà ðàâíà A =

∫ b

a
ρgV (z) dz.

Íàéäèòå ðàáîòó ïðîòèâ ñèëû Àðõèìåäà ïðè ïîãðóæåíèè ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà ñ ðàäèóñîì
îñíîâàíèÿ r è âûñîòîé h, åñëè åãî ïîãðóæàþò à) âåðøèíîé âíèç, á) âåðøèíîé ââåðõ, â) ñ ãîðè-
çîíòàëüíî ðàñïîëîæåííîé îñüþ ñèììåòðèè. Â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè êîíóñ íàõîäèòñÿ âíå âîäû, â
êîíå÷íîì� öåëèêîì â âîäå, êàñàÿñü å¼ ïîâåðõíîñòè.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå îáú¼ì n-ìåðíîãî øàðà {(x1, . . . , xn) : x2
1 + · · ·+ x2

n ≤ R2}.

Çàäà÷à 6. à) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé Ωn ⊂ R2, äëÿ
êîòîðûõ îïðåäåë¼í èíòåãðàë Ðèìàíà, òàêóþ ÷òî Ωn ñîäåðæèò êðóã ðàäèóñà Rn ñ öåíòðîì â íóëå
è Rn → ∞. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü In =

∫∫
Ωn
e−(x2+y2)/2 dxdy èìååò ïðåäåë, ïðè÷¼ì îí

íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Ωn).
á) Âû÷èñëèòå limn→∞ In, âçÿâ Ωn = BRn(0).
â) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

∫∞
−∞ e

−z2/2 dz, è íàéäèòå åãî, âçÿâ Ωn = [−Rn, Rn]× [−Rn, Rn].


