
Письменный экзамен по геометрии для 1 курса бакалавриата. Июнь 2018
Вариант 1

Задача 1. Даны гладкая коника X и треугольник ∆ABC в проективной плоскости P2 над полем
k, chark 6= 2. Треугольник ∆A′B′C ′ в проективной плоскости P2, стороны B′C ′, A′C ′, A′B′ которого
являются полярами вершин соответственно A, B, C треугольника ∆ABC, называется полярным
для ∆ABC. Докажите, что ∆ABC является полярным для ∆A′B′C ′.

Задача 2. В комплексном эрмитовом пространстве (V, 〈 , 〉) рассмотрим два единичных вектора
e1 и e2 с эрмитовым скалярным произведением 〈e1, e2〉 = 1+i√

3
. Пусть (VR, ( , )) - овеществление

пространства V вместе с евклидовым скалярным произведением ( , ), индуцированным эрмитовым
скалярным произведением 〈 , 〉. Вычислите (e1, e2) и (e1, ie2).

Задача 3. Рассмотрим правильный прямоугольный гиперболический 5-угольник. Пусть R - ра-
диус его описанной окружности, а r - радиус вписанной в него окружности. Найдите shR

shr
.

Задача 4. Пусть a1, a2, a3, a4, a5, a6 - последовательные стороны идеального выпуклого гипербо-
лического шестиугольника, а l14 (соответственно, l25, l36) - общие перпендикуляры к сторонам a1 и
a4 (соответственно, a2 и a5, a3 и a6). Докажите, что прямые l14, l25 и l36 пересекаются в одной точке.

Задача 5. В верхней полуплоскости H2 = {(x, y) | y > 0} рассмотрим множество I всех точек с
целыми координатами. Известно, что группа SL(2,R) действует на H2 дробно-линейными преобразо-
ваниями. Найдите все преобразования из SL(2,R), которые при этом действии переводят множество
I в себя.

Задача 6. В комплексном векторном пространстве Cn со стандартным эрмитовым скалярным
произведением 〈x, y〉 =

∑n
i=1 xiyi дан самосопряженный оператор H такой, что 〈Hx, x〉 6 5〈x, x〉 для

любого x ∈ Cn, и существует ненулевой вектор x ∈ Cn такой, что 〈Hx, y〉 = 5〈x, y〉 для любого y ∈ Cn.
Найдите максимальное собственное число оператора H.
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Задача 1. Даны гладкая коника X и треугольник ∆ABC в проективной плоскости P2 над полем
k, chark 6= 2. Треугольник ∆A′B′C ′ в проективной плоскости P2, стороны B′C ′, A′C ′, A′B′ которого
являются полярами вершин соответственно A, B, C треугольника ∆ABC, называется полярным
для ∆ABC. Докажите, что ∆ABC является полярным для ∆A′B′C ′.

Задача 2. В комплексном эрмитовом пространстве (V, 〈 , 〉) рассмотрим два единичных вектора
e1 и e2 с эрмитовым скалярным произведением 〈e1, e2〉 = 1−i√

3
. Пусть (VR, ( , )) - овеществление

пространства V вместе с евклидовым скалярным произведением ( , ), индуцированным эрмитовым
скалярным произведением 〈 , 〉. Вычислите (e1, e2) и (e1, ie2).

Задача 3. Рассмотрим правильный прямоугольный гиперболический 7-угольник. Пусть R - ра-
диус его описанной окружности, а shR

shr
.

Задача 4. Пусть a1, a2, a3, a4, a5, a6 - последовательные стороны идеального выпуклого гипербо-
лического шестиугольника, а l14 (соответственно, l25, l36) - общие перпендикуляры к сторонам a1 и
a4 (соответственно, a2 и a5, a3 и a6). Докажите, что прямые l14, l25 и l36 пересекаются в одной точке.

Задача 5. В верхней полуплоскости H2 = {(x, y) | y > 0} рассмотрим множество I всех точек с
целыми четными координатами. Известно, что группа SL(2,R) действует на H2 дробно-линейными
преобразованиями. Найдите все преобразования из SL(2,R), которые при этом действии переводят
множество I в себя.

Задача 6. В комплексном векторном пространстве Cn со стандартным эрмитовым скалярным
произведением 〈x, y〉 =

∑n
i=1 xiyi дан самосопряженный оператор H такой, что 〈Hx, x〉 > 3〈x, x〉

для любого x ∈ Cn, и существует ненулевой вектор x ∈ Cn такой, что 〈Hx, y〉 = 3〈x, y〉 для любого
y ∈ Cn,. Найдите минимальное собственное число оператора H.
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Задача 1. Даны гладкая коника X и треугольник ∆ABC в проективной плоскости P2 над полем
k, chark 6= 2. Треугольник ∆A′B′C ′ в проективной плоскости P2, стороны B′C ′, A′C ′, A′B′ которого
являются полярами вершин соответственно A, B, C треугольника ∆ABC, называется полярным
для ∆ABC. Докажите, что ∆ABC является полярным для ∆A′B′C ′.

Задача 2. В комплексном эрмитовом пространстве (V, 〈 , 〉) рассмотрим два единичных вектора
e1 и e2 с эрмитовым скалярным произведением 〈e1, e2〉 = −1+i√

3
. Пусть (VR, ( , )) - овеществление

пространства V вместе с евклидовым скалярным произведением ( , ), индуцированным эрмитовым
скалярным произведением 〈 , 〉. Вычислите (e1, e2) и (e1, ie2).

Задача 3. Рассмотрим правильный прямоугольный гиперболический 6-угольник. Пусть R - ра-
диус его описанной окружности, а r - радиус вписанной в него окружности. Найдите shR

shr
.

Задача 4. Пусть a1, a2, a3, a4, a5, a6 - последовательные стороны идеального выпуклого гипербо-
лического шестиугольника, а l14 (соответственно, l25, l36) - общие перпендикуляры к сторонам a1 и
a4 (соответственно, a2 и a5, a3 и a6). Докажите, что прямые l14, l25 и l36 пересекаются в одной точке.

Задача 5. В верхней полуплоскости H2 = {(x, y) | y > 0} рассмотрим множество I всех точек с
целыми координатами. Известно, что группа SL(2,R) действует на H2 дробно-линейными преобразо-
ваниями. Найдите все преобразования из SL(2,R), которые при этом действии переводят множество
I в себя.

Задача 6. В комплексном векторном пространстве Cn со стандартным эрмитовым скалярным
произведением 〈x, y〉 =

∑n
i=1 xiyi дан самосопряженный оператор H такой, что 〈Hx, x〉 6 5〈x, x〉 для

любого x ∈ Cn, и существует ненулевой вектор x ∈ Cn такой, что 〈Hx, y〉 = 5〈x, y〉 для любого y ∈ Cn.
Найдите максимальное собственное число оператора H.
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Задача 1. Даны гладкая коника X и треугольник ∆ABC в проективной плоскости P2 над полем
k, chark 6= 2. Треугольник ∆A′B′C ′ в проективной плоскости P2, стороны B′C ′, A′C ′, A′B′ которого
являются полярами вершин соответственно A, B, C треугольника ∆ABC, называется полярным
для ∆ABC. Докажите, что ∆ABC является полярным для ∆A′B′C ′.

Задача 2. В комплексном эрмитовом пространстве (V, 〈 , 〉) рассмотрим два единичных вектора
e1 и e2 с эрмитовым скалярным произведением 〈e1, e2〉 = −1−i√

3
. Пусть (VR, ( , )) - овеществление

пространства V вместе с евклидовым скалярным произведением ( , ), индуцированным эрмитовым
скалярным произведением 〈 , 〉. Вычислите (e1, e2) и (e1, ie2).

Задача 3. Рассмотрим правильный прямоугольный гиперболический 8-угольник. Пусть R - ра-
диус его описанной окружности, а r - радиус вписанной в него окружности. Найдите shR

shr
.

Задача 4. Пусть a1, a2, a3, a4, a5, a6 - последовательные стороны идеального выпуклого гипербо-
лического шестиугольника, а l14 (соответственно, l25, l36) - общие перпендикуляры к сторонам a1 и
a4 (соответственно, a2 и a5, a3 и a6). Докажите, что прямые l14, l25 и l36 пересекаются в одной точке.

Задача 5. В верхней полуплоскости H2 = {(x, y) | y > 0} рассмотрим множество I всех точек с
целыми четными координатами. Известно, что группа SL(2,R) действует на H2 дробно-линейными
преобразованиями. Найдите все преобразования из SL(2,R), которые при этом действии переводят
множество I в себя.

Задача 6. В комплексном векторном пространстве Cn со стандартным эрмитовым скалярным
произведением 〈x, y〉 =

∑n
i=1 xiyi дан самосопряженный оператор H такой, что 〈Hx, x〉 > 4〈x, x〉 для

любого x ∈ Cn, и существует ненулевой вектор x ∈ Cn такой, что 〈Hx, y〉 = 4〈x, y〉 для любого y ∈ Cn.
Найдите минимальное собственное число оператора H.


