
Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà, ñåíòÿáðü-îêòÿáðü 2018, ìàòôàê ÂØÝ

Çàäà÷è äëÿ äîñðî÷íîãî ýêçàìåíà

Ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ïèñüìåííîé ÷àñòüþ äîñðî÷íîãî ýêçàìåíà ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå.

Èõ ïèñüìåííîå ðåøåíèå íóæíî ïðèíåñòè íà óñòíîå ñîáåñåäîâàíèå, êîòîðîå ñîñòîèòñÿ 12

ñåíòÿáðÿ â 13.30 â àóäèòîðèè 427. Êàæäûé ïóíêò çàñ÷èòûâàåòñÿ çà îòäåëüíóþ çàäà÷ó, ïóíêò

ñî çâåçäî÷êîé çà äâå, çàäà÷à ñ äâóìÿ çâåçäî÷êàìè - çà òðè. Äëÿ ïðîõîæäåíèÿ ñîáåñåäîâàíèÿ

íåîáõîäèìî ïðàâèëüíî ðåøèòü 22 çàäà÷è

1. Äîêàæèòå, ÷òî A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

2. Ïóñòü f = g ◦ h. Ïîêàæèòå, ÷òî èç èíúåêòèâíîñòè g è h ñëåäóåò èíúåêòèâíîñòü
f , à èç ñþðüåêòèâíîñòè g è h ñëåäóåò ñþðüåêòèâíîñòü f . Â äðóãóþ ñòîðîíó: ïóñòü f
èíúåêòèâíî. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî îòîáðàæåíèÿ g è h? À åñëè f ñþðüåêòèâíî?

3. ßâëÿåòñÿ ëè ôîðìóëà ((p ∨ q)⇒ r)⇔ ((p⇒ r) ∧ (q ⇒ r)) òàâòîëîãèåé?

4. Îòîáðàæåíèÿ g : A → B è h : B → C òàêîâû, ÷òî (h ◦ g)(A) 6= C. Ïóñòü ϕ = (∃ b ∈
B)(∀ a ∈ A) b 6= g(a) è ψ = (∃ c ∈ C)(∀ b ∈ B) c 6= h(b).

(1) Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî âåðíî ϕ? Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî âåðíî ψ?
(2) Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî âåðíî ϕ ∨ ψ?

5. Øòðèõ Øåôôåðà îïðåäåëÿåòñÿ òàê: p|q = ¬(p∧ q). Âûðàçèòå ÷åðåç øòðèõ Øåôôåðà
îïåðàöèè ¬,∨,∧.

6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü n íåðàçëè÷èìûõ øàðîâ ïî k ïðîíóìåðîâàí-
íûì ÿùèêàì?

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü n íóëåé è k åäèíèö òàê, ÷òîáû ìåæäó ëþ-
áûìè äâóìÿ åäèíèöàìè íàõîäèëîñü íå ìåíåå m íóëåé?

8. à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü âûïóêëûé n - óãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè (â âåðøèíàõ n - óãîëüíèêà ïåðåñå÷åíèÿ ðàçðåøåíû)?
á) Â ñèëó àcñîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ïðîèçâåäåíèå a1 ·a2 ·· · ··an ìîæíî âû÷èñëÿòü ìíî-
ãèìè ñïîñîáàìè, ïî ðàçíîìó ðàññòàâëÿÿ ñêîáêè (íî íå ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé).
Ñêîëüêî òàêèõ ñïîñîáîâ? Êàêîâà ñâÿçü ýòîé çàäà÷è ñ ïðåäûäóùåé?

9. Äîêàæèòå,÷òî:
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10. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðè x7 â ðàçëîæåíèè (1− x+ 2x2)10.

11. ÏóñòüM = {a1 < a2 < . . . < an} è N = {b1 < b2 < . . . < bm} � äâà êîíå÷íûõ ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò:
à) áèåêòèâíûõ; èíúåêòèâíûõ;
á) ìîíîòîííî íåóáûâàþùèõ; ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ;
â) íåóáûâàþùèõ ñþðüåêòèâíûõ;
ã)* ñþðüåêòèâíûõ
îòîáðàæåíèé M â N?

12. Âû÷åòû ïî ìîäóëþ 5 îïðåäåëÿþòñÿ êàê êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâà öåëûõ
÷èñåë ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè

n ≡ m åñëè m− n äåëèòñÿ íà 5
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Ïîêàæèòå, ÷òî íà âû÷åòàõ ïî ìîäóëþ 5 êîððåêòíî îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ,
âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ

13. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå M = Z× (Z \ 0) îòíîøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(m,n) ∼ (k, l) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ml = nk.

Óáåäèòåñü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî. Îïèøèòå ìíî-
æåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Îïðåäåëÿþò ëè ïîêîîðäèíàòíîå óìíîæåíèå è ïîêîîð-
äèíàòíîå ñëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè íà ýòîì ìíîæåñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòåé?

14. Ïîñòðîéòå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòåé íà ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé èç íóëåé è åäèíèö, êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè êîòîðîãî îáðàçóþò ìîäåëü ìíîæå-
ñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

15. * ÌíîæåñòâàM è N íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîá-
ðàæåíèå èç M â N . Äîêàæèòå , ÷òî îòíîøåíèå �M < N åñëè ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå
îòîáðàæåíèåM âN � çàäàåò îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè
ðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâ;

16. ** Íà÷àëüíûì èíòåðâàëîì âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâàM (ò.å., ëèíåéíî óïî-
ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, â êîòîðîì êàæäîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæèò ìèíèìàëü-
íûé ýëåìåíò) íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ïîäìíîæåñòâîM , ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, ñòðîãî ìåíü-
øèõ äàííîãî, à òàêæå ñàìî ìíîæåñòâî M . Ïîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå �âïîëíå óïîðÿäî÷åí-
íîå ìíîæåñòâî A ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó íà÷àëüíîìó èíòåðâàëó C âïîëíå óïîðÿäî-
÷åííîãî ìíîæåñòâà B (ò.å., ñóùåñòâóåò ìîíîòîííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
A â C)�, çàäàåò ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ
ìíîæåñòâ. Îïèøèòå åãî íà êîíå÷íûõ è ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâàõ.

17. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ òð¼õ öåëûõ ÷èñåë íå ìîæåò ïðè äåëåíèè íà 8 äàòü
â îñòàòêå 7.

18. Îïðåäåëèòå, íà ñêîëüêî è ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ñîêðàòèìà äðîáü
2n+ 5

7n+ 17
.

19. Çàïèøèòå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà
1

2
è
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3
â âèäå áåñêîíå÷íûõ äðîáåé â äâîè÷íîé ñèñòåìå

ñ÷èñëåíèÿ.

20. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ

a) 5x− 3y = 11; á) x2 − xy − 2y2 = 7.

21. a) Íàðèñóéòå ãðàôèê y = f(x) êàêîé-íèáóäü áèåêöèè èç [0;1] íà [0;1). Äîêàæèòå,
÷òî ëþáàÿ òàêàÿ áèåêöèÿ èìååò òî÷êè ðàçðûâà;
á*) Ìîæåò ëè òàêàÿ ôóíêöèÿ èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà?

22. Ïóñòü x1, x2, ..., xn, ... � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç îòðåçêà [0; 1] . Äîêàæèòå, ÷òî
íàéä¼òñÿ ÷èñëî èç îòðåçêà [0; 1] , îòëè÷íîå îò âñåõ ÷èñåë x1, x2, ..., xn, . . . .

23. ÏóñòüM è N � ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå èëè îïðåâåðãíèòå ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ:
à) M ∪N ñ÷åòíî; M ×N ñ÷åòíî;
á)* ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé èç M â M ñ÷åòíî.


