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1. Ïðèìåðû è îïðåäåëåíèÿ.

(I) Ïðîñòåéøåå (íî î÷åíü âàæíîå) óðàâíåíèå x′ = 0 íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (α, β).

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà x(t)− x(s) = x′(c)(t− s) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

x(t) ≡ const.

(II) Ïî÷åìó àòîìíûå áîìáû âçðûâàþòñÿ, à àòîìíûå ýëåêòðîñòàíöèè íåò?

Ðàññìîòðèì ñäåëàííûé èç íåêîòîðîãî âåùåñòâà øàð ðàäèóñà r. Ïóñòü N(t) � ÷èñëî

íåéòðîíîâ â äàííîì âåùåñòâå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåéòðîíû ðàñïðåäåëåíû ðàâíî-

ìåðíî ïî îáúåìó øàðà è ñêîðîñòü ðîæäåíèÿ íîâûõ íåéòðîíîâ ïðîïîðöèîíàëüíà èõ

êîëè÷åñòâó. Òàêèì îáðàçîì, çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ïðîèçîéäåò ðîæäåíèå

íåéòðîíîâ â êîëè÷åñòâå αN(t)∆t. Çà ýòî æå âðåìÿ ∆t ïðîèçîéäåò ïîòåðÿ íåéòðîíîâ

çà ñ÷åò èõ âûõîäà çà ïðåäåëû øàðà. Êîëè÷åñòâî óëåòåâøèõ íåéòðîíîâ ïðîïîðöèî-

íàëüíî ÷èñëó íåéòðîíîâ â ñôåðè÷åñêîì ñëîå r − v∆t < |x| < r, ãäå v � ñêîðîñòü

íåéòðîíîâ. Òàêèì îáðàçîì óëåòàåò

γ(1− (1− r−1v∆t)3)N(t)

íåéòðîíîâ. Òîãäà

N(t+∆t)−N(t) = α∆tN(t)− γ(1− (1− r−1v∆t)3)N(t).

Äåëèì íà ∆t è óñòðåìëÿåì ∆t ê íóëþ. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ðàäèîàê-

òèâíûé ðàñïàä

N ′ = λN, λ = (α− β/r),

ãäå α è β � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå îò ñâîéñòâ âåùåñòâà. Íàéäåì ôóíê-

öèþ N . Óìíîæàÿ óðàâíåíèå íà e−λt è ïåðåíîñÿ âñå â îäíó ñòîðîíó ïðèõîäèì ê ðà-

âåíñòâó:

(Ne−λt)′ = 0,

èç êîòîðîãî íàõîäèì, ÷òî N(t)eλt = const èëè

N(t) = N(0)eλt.

Åñëè λ = 0, òî ÷èñëî íåéòðîíîâ íå ìåíÿåòñÿ. Åñëè λ < 0, òî ÷èñëî íåéòðîíîâ î÷åíü

áûñòðî óáûâàåò è ðåàêöèÿ çàòóõàåò. Åñëè λ > 0, òî ÷èñëî íåéòðîíîâ î÷åíü áûñò-

ðî âîçðàñòàåò. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò âçðûâó. Çíà÷åíèå r, ïðè êîòîðîì λ = 0,

íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî èíóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíûé èñ-

òî÷íèê íåéòðîíîâ, ò. å. óðàâíåíèå èìååò âèä N ′ = λN + n, ãäå n � íåêîòîðîå ÷èñëî.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ ̸= 0. Òîãäà ïðîäåëûâàÿ ïðåæíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê

óðàâíåíèþ (Ne−λt + n
λ
e−λt)′ = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

N(t) = N(0)eλt +
n

λ
(eλt − 1).

Åñëè λ < 0 è áëèçêî ê íóëþ, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì t èìååì N(t) ≈ −n/λ.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðè íåáîëüøîì n ïîëó÷èòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ N è èçáåæàòü

âçðûâà.

(III) Îñòûâàíèå ÷àéíèêà.

Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü îñòûâàíèÿ òåëà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè òåìïåðàòóðû

ýòîãî òåëà è òåìïåðàòóðû âíåøíåé ñðåäû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òåìïåðàòóðû ïîëó÷à-

åì óðàâíåíèå

T ′ = k(Tout − T ).

Íàéäåì åãî ðåøåíèå: T (t) = (T (0)−Tout)e
−kt +Tout. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷àéíèê íèêîãäà

íå îñòûíåò. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå êîðàáëü íå ìîæåò ïðè÷àëèòü áåç óäàðà î ïðè÷àë

(íà ïðè÷àëå äàæå ñïåöèàëüíî àâòîìîáèëüíûå êàìåðû âèñÿò). Åñëè áû êàïèòàí ìå-

íÿë ñêîðîñòü ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ äî ïðè÷àëà, òî êîðàáëü ïðè÷àëèâàë áû

áåñêîíå÷íî äîëãî.

Îäíîìåðíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå

Îáîáùàÿ ïðåäûäóùèå ïðèìåðû, ðåøèì óðàâíåíèå âèäà y′ = a(x)y + b(x).

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ðåøàåì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå y′ = a(x)y:

y = C exp
(∫ x

x0

a(s) ds
)
.

Âàðèàöèÿ ïîñòîÿííîé: áóäåì èñêàòü îáùåå ðåøåíèå â âèäå

y(x) = C(x) exp
(∫ x

x0

a(s) ds
)
.

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ C(x)

C ′(x) = b(x) exp
(
−
∫ x

x0

a(s) ds
)
,

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíòû a è b � ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ïåðè-

îäîì T > 0. Ïóñòü â íà÷àëå b = 0. Òîãäà âñÿêîå ðåøåíèå èìååò âèä

y(x) = y(0) exp

(∫ x

0

a(t) dt

)
.

Îòîáðàæåíèå M : R → R, çàäàííîå ôîðìóëîé M(y(0)) = y(T ), íàçûâàåòñÿ îïåðàòî-

ðîì ìîíîäðîìèè. Çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæå-

íèå My = λy, ãäå

λ = exp

(∫ T

0

a(t) dt

)
.
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Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè ìîæíî îïèñàòü ìíîãèå ñâîéñòâà ðåøåíèé. Íà-

ïðèìåð, ðåøåíèå y(x) ïåðèîäè÷åñêîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàM(y(0)) = y(0). Ïî-

ñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî y(0) = y(T ). Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè y(x) è y(x+ T )

ðåøàþò ëèíåéíîå óðàâíåíèå y′ = ay ñ îäíèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0), à òàêîå ðå-

øåíèå åäèíñòâåííî è y(x) ≡ y(x + T ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñó-

ùåñòâóåò è åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè åñòü

åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

λ ̸= 1. Åñëè λ < 1, òî åäèíñòâåííîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå y ≡ 0 è âñÿêîå äðóãîå ðå-

øåíèå ïðèáëèæàåòñÿ ïðè x→ +∞ ê ïåðèîäè÷åñêîìó. Åñëè λ = 1, òî âñÿêîå ðåøåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì. Åñëè λ > 1, òî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå y ≡ 0 åäèíñòâåííî,

à âñå îñòàëüíûå ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè x → +∞. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé íåíóëåâîãî b.

(IV) Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà. Óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé.

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ òåëà åäèíè÷íîé ìàññû, íà êîòîðîå äåéñòâóåò

ñèëà −U ′(x), ãäå U � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ẍ+ U ′(x) = 0.

Åñëè U(x) = kx2/2 è k > 0, òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå

ẍ+ kx = 0

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ìàëûõ êîëåáàíèé.

Ðàçáåðåì åãî ïîäðîáíåå. Óìíîæàåì óðàâíåíèå íà ẋ è ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî(
ẋ2

2
+
kx2

2

).

= 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

ẋ2

2
+
kx2

2
= E = const.

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ âèäíî, ÷òî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x, ẋ) äâèãàåòñÿ ïî ýëëèïñàì.

Ïóñòü k = ω2 > 0. Ðàññìîòðèì âìåñòî x(t) íîâóþ ôóíêöèþ y(s): y(ωt) = x(t). Äëÿ

(y, ẏ) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

ẏ2 + y2 = 2Ek−1 = A2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A > 0 (åñëè A = 0, òî y ≡ 0). Ðàññìîòðèì ìàëóþ îêðåñòíîñòü U ,

â êîòîðîé ẏ ̸= 0 è êðèâàÿ s → (y(s), ẏ(s)) ëåæèò íà äóãå, äëèíà êîòîðîé ìåíüøå π.

Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ φ(s) òàêàÿ, ÷òî äëÿ s ∈ U

y(s) = A sinφ(s), ẏ(s) = A cosφ(s). Äèôôåðåíöèðóÿ y ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Aφ̇(s) cosφ(s) = A cosφ(s),

èç êîòîðîãî çàêëþ÷àåì φ̇(s) = 1. Òàêèì îáðàçîì, y(s) = A sin(s+B) è

x(t) = A sin(ωt+B).
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Êîíå÷íî, ìû äîêàçàëè ýòî ðàâåíñòâî ëèøü â íåêîòîðîì ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå è äëÿ t

èç íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè, íî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè òàêîãî âèäà ÿâëÿ-

þòñÿ ðåøåíèÿìè è âûáîðîì A, B äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (x(0), ẋ(0)) ìîæíî

ïîäîáðàòü ðåøåíèå ñ òàêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ñëåäóåò,

÷òî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, êîãäà U � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì

U(0) = 0. Äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẍ + U ′(x) = 0 âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè

ẋ2

2
+ U(x) = E = const.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U ′(0) = 0 è U ′′(0) ̸= 0. Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ x(t) â îêðåñòíîñòè

ñòàöèîíàðíîé òî÷êè x = 0 ïîëåçíî èçó÷èòü ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè

E(x, y) =
y2

2
+ U(x)

â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0). Óñëîâèå U ′′(0) ̸= 0 ïîçâîëÿåò âìåñòî x ââåñòè íî-

âóþ êîîðäèíàòó u òàê, ÷òî â îêðåñòíîñòè íóëÿ ôóíêöèÿ U(u) = ±u2. Ïóñòü äëÿ

îïðåäåëåííîñòè U ′′(0) > 0. Ïîëîæèì

u = sig x
√
U(x).

Äîêàæåì, ÷òî ýòî ãëàäêàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ â îêðåñòíîñòè x = 0. Äîñòàòî÷íî íàéòè

ïðîèçâîäíóþ â íóëå:

u′(x) = lim
x→0

sig x
√
U(x)

x
= lim

x→0

√
U(x)

x2
=
√
U ′′(0) > 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé U ′′(0) < 0. Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ôóíêöèÿ

E èìååò âèä 1
2
y2 ± u2 è åå ëèíèè óðîâíÿ � ýòî ýëëèïñû èëè ãèïåðáîëû.

(V) Óðàâíåíèÿ Ëîòêè � Âîëüòåððû.

Ðàññìîòðèì äâå ïîïóëÿöèè æèâîòíûõ: ¾çàéöû¿ ÷èñëåííîñòüþ Z(t) è ¾âîëêè¿ ÷èñ-

ëåííîñòüþ V (t). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñêîðîñòü âîñïðîèçâîäñòâà çàéöåâ ïðîïîð-

öèîíàëüíà èõ ÷èñëåííîñòè Z, à óìåíüøåíèå ÷èñëåííîñòè èç-çà âîëêîâ ïðîïîðöèî-

íàëüíî ïðîèçâåäåíèþ ZV . Àíàëîãè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ, íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè

çíàêàìè, ñäåëàåì ïðî ñêîðîñòü âîñïðîèçâîäñòâà âîëêîâ. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñè-

ñòåìó óðàâíåíèé {
Ż = (α− βV )Z,

V̇ = (−γ + δZ)V

ãäå α, β, γ, δ � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè Z = γ/δ = Z0 è V = α/β = V0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì

ðàâíîâåñèÿ. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå ýòîé ñèñòåìû ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ

îò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ. Ïîëîæèì Z = Z0+X è V = V0+Y . Òîãäà X, Y óäîâëåòâîðÿþò

ñèñòåìå {
Ẋ = −βY (X + Z0),

Ẏ = δX(Y + V0)
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Åñëè ïðåíåáðå÷ü ïðîèçâåäåíèåì XY (ñ÷èòàÿ, ÷òî X è Y ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ),

òî ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ âèäà {
Ẋ = −aY,
Ẏ = bX

ãäå a, b > 0. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå è âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì. Ïîëó÷à-

åì (óæå çíàêîìîå íàì) óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé Ẍ+abX = 0. Òåïåðü ïîïûòàåìñÿ

îïèñàòü äâèæåíèå âáëèçè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ è íå îòáðàñûâàòü íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå.

Ðàññìîòðèì êðèâóþ t → (x(t), y(t)) â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè (x(t0), y(t0)), êî-

òîðàÿ îòëè÷íà îò ðàâíîâåñèÿ. Åñëè îêðåñòíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëà, òî ìîæíî âûðàçèòü

t(x) èëè t(y) è ïîëó÷èòü ôóíêöèþ y = f(x) èëè x = f(y), ãðàôèê êîòîðîé ÿâëÿåò-

ñÿ òåì ñàìûì ìíîæåñòâîì, êîòîðîå â ýòîé îêðåñòíîñòè ðèñóåò äàííàÿ êðèâàÿ ïðè

èçìåíåíèè t. Óäîáíåå ãîâîðèòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé óðîâíÿ íåêî-

òîðîé ôóíêöèè F (x, y). Ïîïðîáóåì íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ F , ÷òî òî÷êà (x(t), y(t))

äâèãàåòñÿ ïî ëèíèÿì óðîâíÿ F = C. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãðàäèåíò F áûë

ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó ñêîðîñòè, à ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

dF = λ(x, y)δx(y + V0)dx+ λ(x, y)βy(x+ Z0)dy.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

λ(x, y)(y + V0)(x+ Z0)d
(
βy + δx− βV0 ln |y + V0| − δZ0 ln |x+ Z0|

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå F ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ

F (x, y) = βy + δx− βV0 ln |y + V0| − δZ0 ln |x+ Z0|.

Â ìàëîé îêðåñòíîñòè (0, 0) ëèíèè óðîâíÿ F çàìêíóòû, ÷òî âëå÷åò ïåðèîäè÷íîñòü

äâèæåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: ðåøåíèå íå âûõîäèò èç çàäàííîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, åñëè íà÷àëüíûå äàííûå äîñòàòî÷íî ìàëî îòëè÷àþòñÿ

îò ýòîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèÿ

Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

F (y(n), y(n−1), . . . , y, t) = 0,

ñâÿçûâàþùåå ïåðåìåííóþ t ôóíêöèþ y(t) è åå ïðîèçâîäíûå äî n-ãî ïîðÿäêà âêëþ-

÷èòåëüíî. Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ F (y(n), y(n−1), . . . , y, t) = 0 íà

äàííîì èíòåðâàëå èëè îòðåçêå íàçûâàåòñÿ n ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ y, ïðè

ïîäñòàíîâêå êîòîðîé äàííîå óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ íà ýòîì èíòåðâàëå èëè îòðåç-

êå â âåðíîå òîæäåñòâî. Îñîáîå âíèìàíèå ìû óäåëèì óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà

y′ = f(t, y) è ñèñòåìàì òàêèõ óðàâíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòû íåìíîãî èíûå îáî-

çíà÷åíèÿ: ẋ = b(t, x), ãäå âîîáùå ãîâîðÿ x = (x1, x2, . . . , xd) è b = (b1, b2, . . . , bd). Ðå-

øåíèåì ÿâëÿåòñÿ íàáîð èç d ôóíêöèé, îáðàùàþùèõ äàííóþ ñèñòåìó â íàáîð âåðíûõ

òîæäåñòâ. Ïóñòü D ⊂ Rd è I � ïðîìåæóòîê â R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b îïðåäåëåíà íà
I×D è ìû ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèÿ (åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ) x : I → D. Â ýòîì ñëó÷àå

ìíîæåñòâî D íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, à ìíîæåñòâî I × D íàçûâàåòñÿ
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ðàñøèðåííûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Êðèâàÿ (t, x(t)) â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå, ãäå x(t) � ðåøåíèå, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé, à åå ïðîåêöèÿ íà

D íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé êðèâîé. Ïðèìåð: ẋ = 0, â ýòîì ñëó÷àå (t, 1) � èíòåãðàëüíàÿ

êðèâàÿ (ò. å. ïðÿìàÿ x = 1 íà ïëîñêîñòè Rt×Rx), à òî÷êà {1} � ýòî ôàçîâàÿ êðèâàÿ.

Åñëè b(t, x) = b(x) íå çàâèñèò îò t, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà ẋ = b(x) àâòîíîìíà.

Îòîáðàæåíèå b : D → Rd íàçûâàþò âåêòîðíûì ïîëåì íà D. Åñëè b(t, x) çàâèñèò îò

âðåìåíè t, òî ñèñòåìó óðàâíåíèé ẋ = b(t, x) íàçûâàþò íåàâòîíîìíîé. Çàìåòèì, ÷òî

äîáàâëÿÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèå ṫ = 1 íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó ìîæíî ñäåëàòü àâòîíîì-

íîé.

Óðàâíåíèå ñ îäíîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü I = (x1, x2), b ∈ C(I) è b(x) ̸= 0 ïðè x ∈ I. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ẋ = b(x),

ãäå x ∈ I. Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå y = g(x), ãäå g �

äèôôåîìîðôèçì I íà íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê J . Òîãäà ẏ = g′(x)b(x). Ïîäáåðåì g òàê,

÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíÿëàñü åäèíèöå, ò. å. g′(x) = 1/b(x). Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì

g(x) =

∫ x

x0

du

b(u)
, x0 ∈ (x1, x2).

Óðàâíåíèå ïðåîáðàçîâàëîñü ê âèäó ẏ = 1. Ïîëó÷àåì y(t) = t − t0. Òåïåðü ðåøåíèå

x(t) íàõîäèì èç ðàâåíñòâà

t− t0 =

∫ x(t)

x0

du

b(u)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîãî x0 ∈ (x1, x2) è âñÿêîãî t0 ñóùåñòâóåò èíòåðâàë J , ñîäåð-

æàùèé t0, è ôóíêöèÿ x(t) íà ýòîì èíòåðâàëå J òàêàÿ, ÷òî ẋ(t) = b(x(t)) è x(t0) = x0.

Áîëåå òîãî, îáëàñòü çíà÷åíèé x(t) ïðè t ∈ J ñîâïàäàåò ñ èíòåðâàëîì (x1, x2). Åäèí-

ñòâåííà ëè òàêàÿ ôóíêöèÿ?

Èíòåãðàëüíûå è ôàçîâûå êðèâûå

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y′ = P (x, y)/Q(x, y), ãäå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Q ̸= 0 íà

ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Ïîëåçíî âìåñòå ñ ýòèì óðàâíåíèåì èçó÷èòü ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé ẋ = Q(x, y) è ẏ = P (x, y).

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Åñëè íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå Ix îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ y = y(x),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ y′ = P (x, y)/Q(x, y) (ò.å. çàäàíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ

(x, y(x))), òî ñóùåñòâóåò èíòåðâàë It è ôóíêöèè x(t), y(t), óäîâëåòâîðÿþùèå íà It
ñèñòåìå óðàâíåíèé ẋ = Q(x, y), ẏ = P (x, y), òàêèå, ÷òî

{(x, y) : y = y(x), x ∈ Ix} = {(x(t), y(t)) : t ∈ It},

ò.å. èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôàçîâîé êðèâîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Âåðíî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = x(t) è y = y(t) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Òàê êàê Q ̸= 0,

òî ẋ ̸= 0 è ìîæíî îïðåäåëèòü îáðàòíóþ ôóíêöèþ t = t(x). Â ýòîì ñëó÷àå ôàçîâàÿ

êðèâàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè y = y(t(x)). Ïðîâåðèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ: y′ = ẏ · t′(x) = P (x, y)/Q(x, y).

Òåïåðü äîêàæåì â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü y = y(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Òàê

êàê Q(x, y) ̸= 0, òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x = x(t) óðàâíåíèÿ ẋ = Q(x, y(x)). Íåñëîæíî
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ïðîâåðèòü, ÷òî y = y(x(t)) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ẏ = P (x, y). Ñëåäîâàòåëüíî,

ãðàôèê ôóíêöèè y = y(x) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé èíòåãðàëüíîé êðèâîé íà ôàçîâóþ

ïëîñêîñòü. �

2. Ïîëå íàïðàâëåíèé è óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëàõ. Òåîðåìà

Ôðîáåíèóñà.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẋ = v(t, x) çàäàåò â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå ïîëå ïðÿìûõ: â êàæäîé òî÷êå (t0, x0) çàäàíà ïðÿìàÿ lt0,x0 , íàòÿíóòàÿ íà

âåêòîð (1, v(t0, x0)). Ýòî ïîëå ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ ïîëåì íàïðàâëåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ãëàäêàÿ êðèâàÿ (t, x(t)) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíå-

íèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà êàñàåòñÿ â êàæäîé ñâîåé òî÷êå ïîëÿ íàïðàâ-

ëåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðè÷åñêè çàäà÷à î ïîèñêå ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà êðèâûõ, êàñàþùèõñÿ çàäàííîãî ïîëÿ ïðÿìûõ. Îä-

íàêî, íå âñÿêîå ïîëå ïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = v(t, x), à

èìåííî, ïîëå íàïðàâëåíèé íå ìîæåò ñîäåðæàòü âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè â êàæäîé òî÷êå

(x0, y0) óðàâíåíèåì P (x0, y0)(x − x0) + Q(x0, y0)(y − y0) = 0 çàäàíà ïðÿìàÿ lx0,y0 , ãäå

ôóíêöèè P,Q � ãëàäêèå è â êàæäîé òî÷êå P 2 +Q2 > 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå êðèâûå,

êàñàþùèåñÿ â êàæäîé ñâîåé òî÷êå ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé. Äëÿ çàäàíèÿ ïðÿìîé

äîñòàòî÷íî çàäàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ L(h) = Ph1 +Qh2. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðÿìàÿ

çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè x = x0 + h1t, y = y0 + h2t, ãäå íåíóëåâîé âåêòîð h = (h1, h2)

ëåæèò â ÿäðå ëèíåéíîé ôóíêöèè L, ò.å. L(h) = 0. Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-

çà ìû çíàåì öåëûé êëàññ âàæíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé � äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé.

Íàïðèìåð dx(h) = h1 è dy(h) = h2.

Ãîâîðÿò, ÷òî íà îáëàñòè D ⊂ R2 çàäàíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1 -ôîðìà ω, åñëè â

êàæäîé òî÷êå (x, y) ∈ D çàäàíà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

ω(x,y)(h) = P (x, y)dx(h) +Q(x, y)dy(h),

ãäå P,Q � ãëàäêèå ôóíêöèè íà D. Äàëåå âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî P 2 + Q2 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàòü ïîëå íàïðàâëåíèé íà îáëàñòè D ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ

äèôôåðåíöèàëüíîé 1 - ôîðìû.

Òåïåðü óòî÷íèì îïðåäåëåíèå èíòåãðàëüíîé êðèâîé. ÌíîæåñòâîM ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ

ãëàäêèì îäíîìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ M íàéäåòñÿ

îêðåñòíîñòü U(p) òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî M
∩
U(p) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

F (x, y) = const,

ãäå F � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ ãðàäèåíòîì. Îòìåòèì, ÷òî äàííîå

îïðåäåëåíèå ìîæíî çàìåíèòü ðàâíîñèëüíûìè:

1) ëîêàëüíî ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîé ôóíêöèè y = y(x) èëè

ôóíêöèè x = x(y);
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2) ëîêàëüíî ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îòðåçêà [0, 1] ïðè èíúåêòèâíîì îòîá-

ðàæåíèè

γ(t) = (x(t), y(t)),

ãäå x(t), y(t) � ãëàäêèå ôóíêöèè è (ẋ, ẏ) ̸= (0, 0).

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî (êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ) â òî÷êå p êM � ìíîæåñòâî âåê-

òîðîâ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðó (∂F (p)
∂x

, ∂F (p)
∂y

). Â ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ

M êðèâîé γ êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç âåêòîðîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ âåê-

òîðó γ̇(t0), ãäå γ(t0) = p. Åñëè ìíîãîîáðàçèå M â îêðåñòíîñòè p ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì

ôóíêöèè y = f(x), òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî íàòÿíóòî íà âåêòîð (1, f ′(x0)), ãäå

p = (x0, f(x0)).

Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ � îäíîìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå M â R2 òàêîå, ÷òî åãî êàñà-

òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå p ∈ M ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì ëèíåéíîé ôóíêöèè ωp, ò. å.

ω(h) = 0 íà âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ ê M â òî÷êå p.

Óðàâíåíèå ω = 0 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â äèôôåðåíöèàëàõ. Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ.

Åñëè ω = Pdx+Qdy è Q ̸= 0, òî ó ôóíêöèè F , çàäàþùåé ëîêàëüíî èíòåãðàëüíóþ

êðèâóþ, îòëè÷íà îò íóëÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂F
∂y

è ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè

èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè y = y(x). Òàê êàê (1, y′(x)) �

êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = y(x) è ω((1, y′(x))) = 0, òî P + y′Q = 0

è y′ = −P/Q. Åñëè P ̸= 0, òî ïîëó÷àåì x′ = −Q/P .
Óðàâíåíèå ω = 0 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, åñëè ω = dF

(ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìà òî÷íàÿ).

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (Fx, Fy) ̸= (0, 0). Òîãäà

(i) ëèíèÿ óðîâíÿ F (x, y) = const ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ â

ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ dF = 0,

(ii) âñÿêàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ dF = 0 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïîäìíî-

æåñòâîì íåêîòîðîé ëèíèè óðîâíÿ F (x, y) = const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (i) î÷åâèäåí. Äîêàæåì ïóíêò (ii). Ïóñòü èíòåãðàëüíàÿ êðè-

âàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì y = f(x). Òîãäà

d

dx
F (x, f(x)) = Fx(x, f(x)) + Fy(x, f(x))f

′(x) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, F (x, f(x)) = F (x0, f(x0)) = const. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè

ãðàôèê y = f(x) ëîêàëüíî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê (x, y), óäîâëåòâîðÿþùèõ

óðàâíåíèþ F (x, y) = const. �

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

Ïóñòü ω = A(x) dx + B(y) dy. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ω = 0 î÷åâèäíî ÿâëÿþòñÿ ëèíè-

ÿìè óðîâíÿ ôóíêöèè

F (x, y) =

∫
A(x) dx+

∫
B(y) dy.

Ýòî íàáëþäåíèå ÷àñòî èñïîëüçóþò êàê íåêîå ôîðìàëüíî ïðàâèëî: äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèå A(x)dx + B(y)dy = 0 äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè è
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âûïèñàòü îòâåò â ñëåäóþùåì âèäå∫
A(x) dx+

∫
B(y) dy = const.

Ïðîñòîå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òî÷íîñòè ôîðìû ñôîðìóëèðîâàíî â

ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. (Ëåììà Ïóàíêàðå) Ïóñòü U � êðóã íà ïëîñêîñòè. Ôîðìà ω

òî÷íà â êðóãå U òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∂yP = ∂xQ (ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìà

çàìêíóòà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü òàêîãî óñëîâèÿ.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî U � êðóã ñ öåíòðîì (0, 0). Ïîëîæèì

F (x, y) =

∫ 1

0

[
P (xt, yt)x+Q(xt, yt)y

]
dt.

Âû÷èñëÿåì ∂xF :

∂xF (x, y) =

∫ 1

0

[
∂xP (xt, yt)tx+ P (xt, yt) + ∂xQ(xt, yt)yt

]
dt.

Çàìåòèì, ÷òî

d

dt
(P (xt, yt)t) = ∂xP (xt, xy)xt+ ∂yP (xt, yt)yt+ P (xt, yt),

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∂xP (xt, yt)tx+ P (xt, yt) + ∂xQ(xt, yt)yt =
d

dt
(P (xt, yt)t).

Çäåñü ëèøíèå ñëàãàåìûå ñîêðàòèëèñü èç-çà çàìêíóòîñòè ôîðìû ω. Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�

Ëåéáíèöà

∂xF (x, y) = P (x, y).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî ∂yF (x, y) = Q(x, y). �

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü 1-äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, çàäàííûå íà îáëàñòè U ⊂
Rn. Îïðåäåëåíèå ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ïðåäûäóùåå: ãîâîðÿò, ÷òî íà U çàäàíà 1-

äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ωx, åñëè â êàæäîé òî÷êå x ∈ U îïðåäåëåíà ëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ

ωx = a1(x) dx1 + . . .+ an(x) dxn,

ïðè÷åì ai ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè.

Âñÿêàÿ áèëèíåéíàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà ω(ξ, η) èìååò âèä

ω(ξ, η) =
∑
i<j

aij

∣∣∣∣∣ ξi ηi
ξj ηj

∣∣∣∣∣ .
Åñëè â êàæäîé òî÷êå x îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U çàäàíà áèëèíåéíàÿ êîñîñèììåòðè÷å-

ñêàÿ ôîðìà ωx, ïðè÷åì ôóíêöèè aij íåïðåðûâíû íà U , òî ãîâîðÿò, ÷òî íà U çàäàíà

äèôôåðåíöèàëüíàÿ äâà ôîðìà ωx. Äèôôåðåíöèàëüíûå äâà ôîðìû èç îäèí ôîðì

ïðèíöèïèàëüíî ìîæíî ïîëó÷èòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: âíåøíèì óìíîæåíèåì îäèí ôîðì

èëè âíåøíèì äèôôåðåíöèðîâàíèåì îäèí ôîðì.
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Ïóñòü ω1 è ω2 � äèôôåðåíöèàëüíûå îäèí ôîðìû. Òîãäà

ω1 ∧ ω2(ξ, η) = ω1(ξ)ω2(η)− ω1(η)ω2(ξ) =

∣∣∣∣∣ ω1(ξ) ω1(η)

ω2(ξ) ω2(η)

∣∣∣∣∣
ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé äâà ôîðìîé. Îïåðàöèÿ ∧ íàçûâàåòñÿ âíåøíèì óìíîæå-

íèåì. Íàïðèìåð

dxi ∧ dxj(ξ, η) =

∣∣∣∣∣ ξi ηi
ξj ηj

∣∣∣∣∣ .
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî äèôôåðåíöèàëüíóþ äâà ôîðìó çàïèñàòü â âèäå

ω =
∑
i<j

aijdxi ∧ dxj.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà âíåøíåãî óìíîæåíèÿ:

ω1 ∧ ω2 = −ω2 ∧ ω1, ω1 ∧ ω1 = 0, (ω1 + ω2) ∧ ω2 = ω1 ∧ ω3 + ω2 ∧ ω3.

Â îáùåì ñëó÷àå âíåøíåå óìíîæåíèå äâóõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ôîðì ωk è ωl îïðå-

äåëÿåòñÿ òàê:

ωk ∧ ωl(ξ1, . . . , ξk+l) =
1

(k + l)!

∑
σ

(sigσ)ωk(ξσ(1), . . . , ξσ(k))ω
l(ξσ(k+1), . . . , ξσ(k+l)).

Íàïðèìåð:

ω1 ∧ ω2(ξ1, ξ2, ξ3) =
1

3

(
ω1(ξ1)ω

2(ξ2, ξ3)− ω1(ξ2)ω
2(ξ1, ξ3) + ω1(ξ3)ω

2(ξ1, ξ2)
)
.

Ïóñòü ω = a1dx1 + . . .+ andxn. Ïîëîæèì

dω = da1 ∧ dx1 + . . .+ dan ∧ dxn =
∑
i<j

( ∂ai
∂xj

− ∂aj
∂xi

)
dxi ∧ dxj.

Îòîáðàæåíèå ω → dω íàçûâàåòñÿ âíåøíèì äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Ëåììó Ïóàíêàðå òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â áîëåå îáùåì âèäå: åñëè U � øàð

â Rn, òî òî÷íîñòü îäèí ôîðìû ω ðàâíîñèëüíàÿ ðàâåíñòâó dω = 0.

Íà ïëîñêîñòè îòûñêàíèå èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ ω = 0 ñâîäèòñÿ ê ðå-

øåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé y′ = −P/Q èëè x′ = −Q/P . Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ ãëàäêèõ P è Q ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó îáëàñòè U ïðîõîäèò èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî ëîêàëüíî ìíîæåñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

ëèíèé óðîâíÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè F . Ïóñòü Q ̸= 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè

(x0, y0). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè y′ = −P/Q, y(x0) = C. Äëÿ âñÿêîãî C è íåêîòî-

ðîé îêðåñòíîñòè y0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y = f(x,C). Áîëåå òîãî, ∂
∂C
f(x0, C) = 1 ̸= 0

è ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ F (x, y) òàêàÿ, ÷òî

y = f(x,C) ⇔ F (x, y) = C. Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè (x0, y0) ïðîõîäèò ëèíèÿ óðîâíÿ F (x, y) = C, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′ = −P/Q, ò.å. êàñàòåëüíûé âåêòîð (1, y′) ëåæèò â ÿäðå ω. Èòàê,

dF (v) = 0 âëå÷åò ω(v) = 0 è, çíà÷èò, ω = λdF , ò.å. óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëàõ ìîæ-

íî óìíîæåíèåì íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ λ(x, y) ïðèâåñòè (ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî)

ê óðàâíåíèþ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî èíàÿ. Ïóñòü P,Q,R � ãëàäêèå

ôóíêöèè íà R3, ïðè÷åì P 2 + Q2 + R2 > 0. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó



11

ω = Pdx + Qdy + Rdz. Ýòà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà çàäàåò ïîëå ïëîñêîñòåé â

ïðîñòðàíñòâå R3. Ïî àíàëîãèè ñ äâóìåðíûì ñëó÷àåì ìîæíî ïîñòàâèòü ëîêàëüíóþ

çàäà÷ó îòûñêàíèÿ äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè, ò. å. ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè F (x, y, z)

òàêîé, ÷òî ãðàäèåíò F îòëè÷åí îò íóëÿ, êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü

∂F

∂x
(x− x0) +

∂F

∂y
(y − y0) +

∂F

∂z
(z − z0) = 0

ê êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ, çàäàâàåìîé ôîðìîé ω. Îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íå âñåãäà ñóùåñòâóåò äàæå â ñëó÷àå ãëàäêèõ

êîýôôèöèåíòîâ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð: zdx+dy = 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ

ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x, z). Âåêòîð (−fx, 1,−fz) êîëëèíå-
àðåí âåêòîðó (z, 1, 0) è äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà fx = z è fz = 0, ÷òî íåâîç-

ìîæíî. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî óäîáíî èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ãëàäêîé

äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè: ìíîæåñòâîM2 ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ â R3, åñëè

äëÿ âñÿêîé òî÷êè p ∈M2 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(p), îòêðûòîå ìíîæåñòâî D ⊂ R2

è èíúåêòèâíîå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå r : D → U(p) òàêèå, ÷òî

M2

∩
U(p) = r(D) è ðàíã ìàòðèöû ßêîáè r′ ðàâåí 2 â êàæäîé òî÷êå D, ò.å. îòîáðàæå-

íèå r = r(u, v), çàäàííîå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè x = x(u, v),

y = y(u, v), z = z(u, v), ïðè÷åì

rk

(
∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∂z
∂v

)
= 2.

Ïîëåçíî èìåòü ââèäó ñëåäóþùèå ïðèìåð: 1. Ãðàôèê ôóíêöèè. Ïóñòü f : R2 → R.
Òîãäà ãðàôèê ôóíêöèè z = f(x, y) åñòåñòâåííî íàçâàòü äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ. Ñ

îäíîé ñòîðîíû ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê (x, y, f(x, y)), çàäàííûõ ïàðàìåò-

ðè÷åñêè ñ ïîìîùüþ äâóõ ïàðàìåòðîâ x è y, à ñ äðóãîé ñòîðîíû ãðàôèê � ìíîæåñòâî

ðåøåíèé îäíîãî óðàâíåíèÿ z − f(x, y) = 0.

2. Äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü. Ïóñòü çàäàíû äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà a =

(a1, a2, a3) è b = (b1, b2, b3). Òîãäà ïëîñêîñòü, íàòÿíóòàÿ íà ýòè âåêòîðà è ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0) çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè òàê:

x(s, t) = x0 + a1s+ b1t, y(s, t) = y0 + a2s+ b2t, z(s, t) = z0 + a3s+ b3t,

ãäå (s, t) ∈ R2. Ìîæíî ýòó æå ñàìóþ ïëîñêîñòü çàäàòü óðàâíåíèåì

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0,

ãäå âåêòîð (A,B,C) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a è b.

3. Äâóìåðíàÿ ñôåðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ýòî ìíîæåñòâî çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x2+

y2 + z2 = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ñôåðó ìîæíî çàäàòü

ïàðàìåòðè÷åñêè, íàïðèìåð â îêðåñòíîñòè òî÷êè (1, 0, 0), ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x(φ, ψ) = cosφ cosψ, y(φ, ψ) = sinφ cosψ, z(φ, ψ) = sinψ,

ãäå (φ, ψ) ïðèíàäëåæàò (−π/2, π/2)× (−π/2, π/2).
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4. Äâóìåðíûé òîð. Ïóñòü 0 < r < R. Ïóñòü (φ, ψ) ∈ [0, 2π] × [0, 2π]. Òîãäà ïîâåðõ-

íîñòü, çàäàâàåìàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè òàê

x(φ, ψ) = (R + r cosψ) cosφ, y(φ, ψ) = (R + r cosψ) sinφ, z(φ, ψ) = r sinψ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì èçâåñòíîé òåîðåìû Ôðîáåíè-

óñà.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ω = Pdx + Qdy + Rdz. Äëÿ âñÿêîé òî÷êè â íåêîòîðîé åå

îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóåò ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü

óðàâíåíèÿ ω = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ω ∧ dω = 0.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü ãëàäêàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü r = r(u, v) òàêîâà, ÷òî

ωr(u,v)(ru(u, v)) = 0.

Òîãäà
∂

∂u
ωr(u,v)(rv(u, v)) = dωr(u,v)(ru(u, v), rv(u, v)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî v ðàâåíñòâî Pxu +Qyu +Rzu = 0 ïîëó÷àåì

Pxuv +Qyuv +Rzuv = −
(
dP (rv)xu + dQ(rv)yu + dQ(rv)zu

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂

∂u
ωr(u,v)(rv(u, v)) = dP (ru)xv + dQ(ru)yv + dR(ru)zv−(

dP (rv)xu + dQ(rv)yu + dQ(rv)zu
)
= dω(ru, rv).

�

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà: â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âû-

áðàòü òðè íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà ξ, η, ζ òàê, ÷òî ξ è η îáðàçóþò áàçèñ êàñàòåëüíîãî

ïðîñòðàíñòâà ê èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ïî ëåììå dω(ξ, η) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

ω ∧ dω(ξ, η, ζ) = 0.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü R ̸= 0. Ïîñòðîèì ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êî-

îðäèíàò èíòåãðàëüíóþ ïîâåðõíîñòü r = r(u, v) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü r(o, v) �

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (ïðè v = 0) èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ (â ïëîñêîñòè

y = 0) ôîðìû ω, îãðàíè÷åííîé íà ïëîñêîñòü y = 0. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó r(0, v) ïà-

ðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè x = 0 ïëîñêîñòü Πv è ïðîâåäåì â íåé ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó

r(0, v) (ïðè u = 0) èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ u→ r(u, v) ôîðìû ω, îãðàíè÷åííîé íà Πv.

Îñòàâèì áåç îáîñíîâàíèÿ ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ (u, v) → r(u, v). Çàìåòèì òîëüêî,

÷òî â òî÷êå (0, 0, 0) âåêòîðû ru è rv îòëè÷íû îò íóëÿ è ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ñëåäîâà-

òåëüíî, â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ r(u, v) çàäàåò ãëàäêóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü. Ïî

ïîñòðîåíèþ ωr(u,v)(ru) = 0. Òàê êàê

0 = 3ω ∧ dω(ru, rv, e) = ω(e)dω(ru, rv)− ω(rv)dω(ru, e), ω(e) = R ̸= 0,
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òî
∂

∂u
ω(rv) = ω(rv) ·Q(u, v), ω(rv)|u=0 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ω(rv) = 0 è ïîâåðõíîñòü r(u, v) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ

óðàâíåíèÿ ω = 0. �

3. Ñèììåòðèè ïîëÿ íàïðàâëåíèé è ïîíèæåíèå ðàçìåðíîñòè.

Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Çàìåíà êîîðäèíàò â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

Âûøå ìû ñäåëàëè çàìåíó ïåðåìåííûõ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñäåëàåì çàìåíó

ïåðåìåííûõ â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå:

y = g(x, t), s = h(x, t).

Èìååì

ẏ = gxẋ+ gt, ṡ = hxẋ+ ht

è
dy

ds
=
gxb+ gt
hxb+ ht

.

Âìåñòî ïåðåíîñà âåêòîðíûõ ïîëåé (êàê â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå) â äàííîì ñëó÷àå

ìîæíî ãîâîðèòü î ïåðåíîñå ïîëÿ íàïðàâëåíèé. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà çàäàåò ïîëå íà-

ïðàâëåíèé ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ v = (1, b). Âåêòîðíîå ïîëå v ïðè çàìåíå êîîðäèíàò

y = g(x, t), s = h(x, t) ïåðåõîäèò â âåêòîðíîå ïîëå(
ht + hxb

gt + gxb

)
=

(
ht hx
gt gx

)(
1

b

)
.

Ñåìåéñòâî ïðÿìûõ, êîòîðîå îïðåäåëÿåò â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íîâîå

âåêòîðíîå ïîëå, ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè ïîëåì íàïðàâëåíèé äëÿ íîâîé ñèñòåìû óðàâíå-

íèé è èìåííî åãî ìû áóäåì íàçûâàòü îáðàçîì ïîëÿ íàïðàâëåíèé ïðè çàìåíå êîîðäè-

íàò.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèôôåîìîðôèçì ψ ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà

ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé ïîëÿ íàïðàâëåíèé, åñëè ïðè ïåðåíîñå ïîä äåéñòâèåì ψ

ïîëå íàïðàâëåíèé ïåðåõîäèò â ñåáÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà

gs ñèììåòðèé ïîëÿ íàïðàâëåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = b(t, x), ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè

z0 = (t0, x0) âûïîëíåíî
d
ds
gs(z0)|s=0 ̸= 0. Òîãäà â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ìîæ-

íî òàê ââåñòè íîâûå êîîðäèíàòû, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèé ïðåâðàòèòüñÿ â ãðóïïó

ñäâèãîâ ïî âðåìåíè, â ÷àñòíîñòè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â íîâîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò íå áóäåò çàâèñåòü îò t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â ñëó÷àå, êîãäà x ∈ R1. Áóäåì ïðåäïîëà-

ãàòü, ÷òî âåêòîð d
ds
gs(z0)|s=0 è âåêòîð (0, 1) íåêîëëèíåàðíû. Ïðîâåäåì âåðòèêàëüíóþ

ïðÿìóþ t = t0. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå (s, y) → (t, x) çàäàííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(t, x) = gs((t0, y)),
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ò.å. (t, x) � îáðàç òî÷êè (t0, y) ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû ñèììåòðèé çà âðåìÿ s. Ïðè

ìàëûõ s è |y − x0| äàííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Áîëåå òîãî,

gτ (t, x) = gτ+s((t0, y)),

ò.å. ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïðåâðàòèëàñü â ãðóïïó ñäâèãîâ âðåìåíè. �

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðîíîå ïîëå b íà R1 îäíîðîäíî, ò. å.

b(λt, λx) = b(t, x).

Ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé gs((t, x)) = (est, esx) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèé ïîëÿ

íàïðàâëåíèé. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x = esy, t = es, ò.å.(t, x) = gs((1, y)). Â

íîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå èìååò âèä:

dy

ds
= b(es, esy)− y = b(1, y)− y.

Â íîâîì óðàâíåíèè ëåãêî ðàçäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå.

4. Çàìåíà êîîðäèíàò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ëèíåéíûå ñèñòåìû

âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïåðåíîñ âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Çàìåíà êîîðäèíàò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ẋ = b(x), ãäå b � âåêòîðíîå ïîëå íà îáëàñòè

D ⊂ Rd. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ y = g(x), ãäå g äèôôåîìîðôèçì îáëàñòè D

íà îáëàñòü Ω. Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ:

ẏ = g′(g−1(y))b(g−1(y)),

ãäå g′ � ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ g. Ïîëåçíî íàõîäèòü çàìåíû ïåðåìåííûõ, óïðî-

ùàþùèå ñèñòåìó óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé î÷åíü âàæíûé ïðèìåð.

Ëèíåéíûå ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà.

Èçó÷èì ëèíåéíóþ äâóìåðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ẋ = Ax, ãäå x ∈ R2 è A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà 2× 2. Èçó÷èì

òîëüêî íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòëè÷íû îò íóëÿ.

Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ýòîé ñèñòåìû. Äåéñòâè-

òåëüíî, x = 0 � ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå è ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå ðåøåíèé â

îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

(I) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûå. Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàò-

ðèöà èìååò âèä (
λ1 0

0 λ2

)
èëè

(
λ 1

0 λ

)
.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ â ýòîì áàçèñå çàäàþòñÿ êîîðäèíàòàìè: x1(t) = c1e
λ1t,

x2(t) = c2e
λ2t. Èñêëþ÷àÿ t ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ôàçîâûõ êðèâûõ

x2 = c2

(x2
c1

)λ1/λ2

.

Åñëè λ1 · λ2 > 0, òî îñîáàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ óçëîì. Åñëè λ1 · λ2 < 0, òî îñîáàÿ òî÷êà

íàçûâàåòñÿ ñåäëîì. Åñëè æå λ1 = λ2, òî îñîáóþ òî÷êó íàçûâàþò äèêðèòè÷åñêèì

óçëîì.
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Âî âòîðîì ñëó÷àå ðåøàåì ñíà÷àëà óðàâíåíèå ẋ2 = λx2 è ïîëó÷àåì x2(t) = c2e
λt,

à çàòåì ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå ẋ1 = λx1 + x2 è íàõîäèì x1(t) = c1e
λt + c2te

λt.

Èñêëþ÷àÿ t íàõîäèì óðàâíåíèå ôàçîâûõ êðèâûõ x1 =
c1
c2
x2+

x2

λ
ln x2

c2
è x2 = 0. Â ýòîì

ñëó÷àå îñîáàÿ òî÷êà x = 0 íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì óçëîì.

(II) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíûå α + iβ è α − iβ. Òîãäà ìàòðèöó ìîæíî

ïðèâåñòè ê âèäó (
α −β
β α

)
.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Óðàâíåíèÿ ôàçîâûõ êðè-

âûõ èìåþò âèä

r(φ) = r0e
α
β
φ.

Õîðîøî âèäíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò α è β âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âèäû ôàçîâûõ

êðèâûõ. Åñëè α = 0 è ôàçîâûå êðèâûå � îêðóæíîñòè, òî îñîáóþ òî÷êó íàçûâàþò

öåíòðîì. Åñëè α ̸= 0 è ôàçîâûå êðèâûå � ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïèðàëè, òî îñîáóþ

òî÷êó íàçûâàþò ôîêóñîì.

Èíòåðåñíî, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ âåðíûìè äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì è ïîçâî-

ëÿþò ïî èõ ëèíåéíîé ÷àñòè íàðèñîâàòü ïðèìåðíûé ôàçîâûé ïîðòðåò â ñëó÷àå íåíó-

ëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ëèíåéíîé ÷àñòè. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ

áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ, äîáàâëåíèå íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ, ìàëûõ

ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûìè, ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîìåíÿòü ôàçîâûé ïîðòðåò.

Ïåðåíîñ âåêòîðíîãî ïîëÿ

Ïóñòü φ : D → Ω � äèôôåîìîðôèçì è íà D îïðåäåëåíî âåêòîðíîå ïîëå b. Ãîâîðÿò,

÷òî âåêòîðíîå ïîëå

φ∗b(y) = φ′(φ−1(y))b(φ−1(y))

ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïåðåíîñà b ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ φ. Åñëè x(t) � ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ ẋ = b(x), òî y(t) = φ(x(t)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ẏ = φ∗b(y).

Ïóñòü òåïåðü φ : D → D, ò.å. Ω = D. Äèôôåîìîðôèçì φ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèåé

ïîëÿ b, åñëè φ∗b = b.

5. Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. Âåêòîðíûå ïîëÿ. Êîììóòàòîð âåêòîðíûõ

ïîëåé. Òåîðåìà Ëè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíà îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé Ta îá-

ëàñòè D ⊂ Rn (äîïóñêàåòñÿ D = Rn), åñëè äëÿ âñÿêîãî t ∈ R çàäàí äèôôåîìîðôèçì

gt : D → D, ïðè÷åì g0 = id è gt ◦ gs = gt+s.

Ïðèìåðû îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè:

(1) ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ y1 = x1 + ta1, y2 = x2 + ta2,

(2) ãîìîòåòèÿ y1 = etx1, y2 = etx2,

(3) ïîâîðîò y1 = cos tx1 + sin tx2, y2 = − sin tx1 + cos tx2,

(4) ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà y1 = chtx1 + shtx2, y2 = shtx1 + chtx2,

(5) ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ y1 = x1 + tx2, y2 = x2.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî gt(x) ãëàäêî çàâèñèò îò t è x. Äëÿ êàæäîãî x îòîáðàæåíèå

t→ gt(x) çàäàåò êðèâóþ â îáëàñòè D. Ïóñòü

b(x) =
d

dt

∣∣∣
t=0
gt(x).

Ïðîâåðèì, ÷òî
d

dt
gt(x) = b(gt(x)).

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

lim
s→0

gs+t(x)− gt(x)

s
= lim

s→0

gs(gt(x))− gt(x)

s
= b(gt(x)).

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé gt îïðåäåëÿåò âåêòîðíîå ïîëå b è íàîáîðîò

âåêòîðíîå ïîëå b ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé gt. Çäåñü ìû èñïîëü-

çóåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå äîêàæåì ïîçäíåå, à èìåííî, òåîðåìó î òîì, ÷òî äëÿ äîñòà-

òî÷íî ðåãóëÿðíîãî b íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ẋ = b(x) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ñ ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ñâÿçàòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà ïðî-

ñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé C∞(D). Ïóñòü f ∈ C∞(D). Ïîëîæèì

Lf(x) =
d

dt

∣∣∣
t=0
f(gt(x)).

Âûðàæåíèå Lf(x) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f âäîëü êðèâîé t → gt(x) ïðè

t = 0. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì

Lf(x) = b1(x)fx1(x) + . . .+ bn(x)fxn(x).

Êàêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñîîòâåòñòâóþò ãðóïïàì ïðåîáðàçîâàíèé èç ïðè-

ìåðîâ (1)�(5)?

Èíòåðåñíî, ÷òî âñÿêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò òàêîé

âèä

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L : C∞(D) → C∞(D) ÿâëÿåòñÿ îïåðà-

òîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî Ëåéáíèöà

L(fg) = fL(g) + gL(f)

Èç ïðàâèëà Ëåéáíèöà ëåãêî âûâåñòè, ÷òî L(f)(x0) = 0 äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f òàêîé,

÷òî f(x) = (x− x0)g(x) è g(x0) = 0. Äåéñòâèòåëüíî,

L(g(x)(x− x0))|x=x0 =

(
g(x)L(x− x0) + (x− x0)L(g)

)∣∣∣
x=x0

= 0.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0) = (x− x0)g(x), ãäå

gi(x) =

∫ 1

0

(1− t)
∂2f

∂xi∂xj
(x0 + t(x− x0))(xj − xj0) dt.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ðàâåíñòâî:

L(f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0))(x0) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâèëî Ëåéáíèöà âëå÷åò L1 = 0. Ïîëîæèì bi(x) = L(xi). Òîãäà

L(f)(x) = bi(x)∂xi
f(x).



17

Èòàê, îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäåëÿåò âåêòîðíîå ïîëå

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ. Â äàëüíåéøåì

ìû óçíàåì, ÷òî âåðíî îáðàòíîå: äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíîå âåêòîðíîå ïîëå îïðåäåëÿåò

îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé.

Êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé

Ïóñòü çàäàíû äâå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé gt è ht è ïóñòü b è c � ñîîòâåòñòâóþùèå

èì âåêòîðíûå ïîëÿ. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå:

F (t, s) = f(gt(hs(x)))− f(hs(gt(x))), f ∈ C∞(Rn).

Òàê êàê F (t, 0) = 0 è F (0, s) = 0, òî ðàçëîæåíèå Òåéëîðà â òî÷êå (0, 0) ýòîé ôóíêöèè

íà÷èíàåòñÿ ñ ts è íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà è t2, s2. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

∂2F (0, 0)

∂t∂s
=
(
Lc ◦ Lb − Lb ◦ Lc

)
φ(x),

ãäå Lb è Lc � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ïîðîæäàåìûå g
t è hs.

Êîììóòàòîðîì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Lb è Lc íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð âèäà

[Lb, Lc] = Lb ◦ Lc − Lc ◦ Lb.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ñíîâà äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ñîîòâåòñòâóþùåå åìó âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì âåêòîðíûõ ïîëåé b

è c. Áîëåå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà

a) [Lb, Lc + γLv] = [Lb, Lc] + γ[Lb, Lv],

b) [Lb, Lc] = −[Lc, Lb],

c) [Lb, [Lc, Lv]] + [Lc, [Lv, Lb]] + [Lv, [Lb, Lc]] = 0.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

ñâîéñòâàì a), b), c), íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ëè.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé gt è hs êîììóòèðóþò (gt ◦ hs = hs ◦
gt)ïðè ìàëûõ t, s òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [Lb, Lc] = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîììóòèðóþò, òî f(gt(hs(x))) = f(hs(gt(x)))

è èç ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ñëåäóåò [Lb, Lc] = 0. Ïóñòü òåïåðü èçâåñòíî, ÷òî [Lb, Lc] = 0.

Òîãäà

∥gt(hs(x))− hs(gt(x))∥ = o(t2 + s2), t, s→ 0.

Ôèêñèðóåì t, s. Èìååì

∥gt/N(hs/N(x))− hs/N(gt/N(x))∥ = o(N−2).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè îò

gt ◦ hs = gt/N ◦ . . . ◦ gt/N ◦ hs/N ◦ . . . hs/N ,

ãäå gt/N è hs/N ïîâòîðÿþòñÿ N ðàç, ê âûðàæåíèþ

hs ◦ gt = hs/N ◦ . . . ◦ hs/N ◦ gt/N ◦ . . . gt/N ,
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ãäå gt/N è hs/N ïîâòîðÿþòñÿ N ðàç, íàäî N2 ðàç ïîìåíÿòü gt/N è hs/N ìåñòàìè. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ∥gt(hs(x)) − hs(gt(x))∥ ≤ o(1) ïðè N → ∞, à ýòî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî

gt(hs(x)) = hs(gt(x)). �

Èòàê, êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé (èëè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ) îòâå÷àåò

çà êîììóòèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàí äèôôåîìîðôèçì φ : D → D. Òîãäà îïðåäåëåíà íîâàÿ

ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé g̃t = φ ◦ gt ◦φ−1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íîâîé ãðóïïå ïðåîáðà-

çîâàíèé ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå φ∗b. Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé è îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Äèôôåîìîðôèçì φ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ b

(ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé gt) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ ◦ gt =

gt ◦ φ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ñëåäñòâèå ñëåäóþùåé çàäà÷åé: íàéòè âñå ñèììåòðèè âåêòîð-

íîãî ïîëÿ x ∂
∂x

+ y ∂
∂y
. Ôàçîâûé ïîòîê â ýòîì ñëó÷àå óñòðîåí ïðîñòî gt(y) = ety. Ñëå-

äîâàòåëüíî, äèôôåîìîðôèçì ψ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà etψ(y) = ψ(ety). Îòñþäà íåìåäëåííî çàêëþ÷àåì, ÷òî ψ(y) = Ay,

ãäå detA ̸= 0.

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü çàäàíû ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé gt è hs, à b è c � ñîîòâåò-

ñòâóþùèå èì âåêòîðíûå ïîëÿ. Ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé hs ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé

âåêòîðíîãî ïîëÿ b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [b, c] = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ñèììåòðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ

b (è ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ) ýêâèâàëåíòåí ïîèñêó êîì-

ìóòèðóþùèõ ñ b âåêòîðíûõ ïîëåé. Áîëåå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàëè÷èå ãðóïïû

ñèììåòðèé â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷à-

åì òåîðåìû Ëè.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé ẋ = b(x), ãäå b � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà îáëàñòè

D ⊂ Rn, èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòóðàõ, åñëè ëîêàëüíî âñå åå ðåøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü

ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé, òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè è èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2.

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Ïóñòü B1 = P ∂
∂x

+Q ∂
∂y

� ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà R2. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå B2 = R ∂
∂x

+ S ∂
∂y

òàêîå, ÷òî B1

è B2 â êàæäîé òî÷êå ëèíåéíî íåçàâèñèìû è [B1, B2] = 0. Òîãäà ñèñòåìà äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé Ẋ = B1, ãäå X = (x, y), èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòóðàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàéòè ãëàäêóþ ôóíêöèþ F (x, y) òàêóþ, ÷òî

(∂F
∂x
, ∂F
∂y
) ̸= (0, 0) è B1F = 0, òî ñèñòåìó ëåãêî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Äåéñòâèòåëüíî,

èç ðàâåíñòâà B1F = 0 ñëåäóåò, ÷òî ôàçîâûå êðèâûå ëåæàò íà ëèíèÿõ óðîâíÿ F .

Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæàÿ èç óðàâíåíèÿ F (x, y) = const ïåðåìåííóþ y ÷åðåç x è ïîä-

ñòàâëÿÿ y(x) â óðàâíåíèå ẋ = P (x, y), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ
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ïåðåìåííûìè. Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ F âñåãäà ñóùåñòâóåò è âîïðîñ òîëüêî â

åå íàõîæäåíèè ñ ïîìîùüþ ðàçðåøåííûõ îïåðàöèé. Ôóíêöèþ F òàêóþ, ÷òî B1F = 0

íàçûâàþò ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû Ẋ = B1.

Èòàê, ïóñòü F � ïåðâûé èíòåãðàë è (∂F
∂x
, ∂F
∂y
) ̸= (0, 0). Òîãäà B2F òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ïåðâûì èíòåãðàëîì. Äåéñòâèòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

B1(B2F ) = [B1, B2]F +B2(B1F ) = 0.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî B2F = G(F ) äëÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè G ̸= 0. Ïîëî-

æèì

g(u) =

∫
du

G(u)
.

Çàìåòèì, ÷òî g(F ) � ïåðâûé èíòåãðàë è B2g(F ) = 1. Ïîëîæèì F̃ = g(F ). Òîãäà

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂F̃
∂x

è ∂F̃
∂y

óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé{
P ∂F̃

∂x
+Q∂F̃

∂y
= 0,

R∂F̃
∂x

+ S ∂F̃
∂y

= 1.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, à çàòåì èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì ôóíêöèþ F̃ . �

Ïîëå B2 íàçûâàþò ñèììåòðèåé ïîëÿ B1. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî

óòâåðæäåíèå îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè [B1, B2] = λB1, ãäå λ � íåêîòîðîå ÷èñëî.

6. Îñíîâíûå òåîðåìû

Âûøå ìû íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàëè â íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ óòâåðæäåíèÿ î ñóùå-

ñòâîâàíèè, åäèíñòâåííîñòè è ãëàäêîé çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ẋ = b(t, x), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0) = x0. Â ýòîì ðàçäåëå ìû

ñôîðìóëèðóåì è ñòðîãî îáîñíóåì ýòè óòâåðæäåíèÿ.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü

Ïóñòü D ⊂ Rd � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, T > 0 è DT = [0, T ]×D. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

çàäàíî îòîáðàæåíèå b : DT 7→ Rd. Ïóñòü x0 ∈ D. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè{
ẋ = b(x, t),

x(0) = x0
(1)

Äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå x : [0, τ ] 7→ D, ãäå 0 < τ ≤ T , ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è Êîøè (1), åñëè x(0) = x0 è ẋ(t) = b(x(t), t) äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ ].

Òåîðåìà 6.1. Åñëè bi � íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íà DT è ïî ïåðå-

ìåííîé x óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà:

|bi(x, t)− bi(y, t)| ≤ L|x− y| ∀(x, t), (y, t) ∈ DT ,

òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x0 ∈ D íàéäåòñÿ òàêîå τ > 0, ÷òî íà îòðåçêå [0, τ ] ñóùå-

ñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé x è y íàéäåòñÿ

òàêîå τ > 0, ÷òî x ≡ y íà [0, τ ].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî øàð Br(x0) = {x : |x − x0| ≤ r}
ëåæèò â D. Ïóñòü 0 < τ < T . Ïîëîæèì K = [0, τ ]×Br(x0). Ïîñêîëüêó K êîìïàêò, òî

max
K

|b| =M <∞.

Ïóñòü X = {x ∈ C([0, τ ]) : maxt∈[0,τ ] |x(t)−x0| ≤ r}. ßñíî, ÷òî X � ïîëíîå ìåòðè÷å-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, çàäàâàåìîé íîðìîé ∥x∥ = maxt∈[0,τ ] |x(t)|.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F : X 7→ X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (x)(t) = x0 +

∫ t

0

b(x(s), s) ds.

Ýòî îòîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíî ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â X ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì τ ,

òàê êàê

|F (x)(t)− x0| ≤M |t| ≤Mτ.

Êðèâàÿ x ∈ C([0, τ ]) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíà ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ F . Äåéñòâèòåëüíî, â îäíó ñòîðîíó

ýòî óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì èíòåãðèðîâàíèåì, à â îáðàòíóþ äîñòàòî÷íî

çàìåòèòü, ÷òî â ðàâåíñòâå

x(t) = x0 +

∫ t

0

b(x(s), s) ds

ñïðàâà ñòîèò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, à çíà÷èò x(t) íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìà.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì, åñëè ïðàâèëüíî âû-

áðàòü τ . Çàìåòèì, ÷òî

|F (x)(t)− F (y)(t)| ≤
∫ t

0

|b(x(s), s)− b(y(s), s)| ds ≤ Lτ∥x− y∥.

Ïóñòü τ < min{1/L, r/M}. Òîãäà îòîáðàæåíèå F ñæèìàþùåå. Ïî òåîðåìå î ñæèìà-

þùåì îòîáðàæåíèè ó F ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. �

Çàìå÷àíèå 6.1. Óñëîâèå Ëèïøèöà âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, åñëè ìíîæåñòâî D âû-

ïóêëî è îòîáðàæåíèÿ bi èìåþò â DT îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî

ïåðåìåííîé x. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

|bi(y, t)− bi(x, t)| =
∣∣∣ d
ds
bi(x+ s(y − x), t)|s=c

∣∣∣ ≤ sup
DT

|∂xb||x− y|.

Áîëåå òîãî, èç-çà òîãî, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ëîêàëüíîå (ìû ðàáîòàëè òîëüêî íà

øàðå Br(x0), à íå íà âñåé îáëàñòè D), òî äîêàçàííàÿ âûøå òåîðåìà âåðíà, åñëè óñëî-

âèå Ëèïøèöåâîñòè çàìåíèòü ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ôóíêöèè bi èìåþò íåïðåðûâíûå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x â îáëàñòè DT .

Íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà âðå-

ìÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ íå ñ íóëÿ, à ñ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà t0 ∈ [0, T ).

Äàëåå âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî b è ∂xb íåïðåðûâíû íà DT .
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Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êè ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ïðî-

âåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn+1 = F (xn) ñõîäèòñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå. Â

íàøåé ñèòóàöèè ðàâåíñòâî xn+1 = F (xn) èìååò âèä

xn+1(t) = x0 +

∫ t

t0

b(xn(s), s) ds,

ïðè÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x0(t) ≡ x0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé xn íàçûâàåòñÿ

ïðèáëèæåíèÿìè Ïèêàðà.

Ïðèìåð:

xn+1(t) = 1 +

∫ t

0

xn(t) dt, x0(t) = 1.

Íåñëîæíî èíäóêöèåé äîêàçàòü, ÷òî xn(t) =
∑n

k=0 t
k/k!.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ïîñòðîåíî ëèøü íà íåêîòîðîì ìàëîì îòðåçêå [0, τ ], à âñÿ

èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ x(t) ëåæèò â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, 0). Áîëåå òîãî, ìû

íå çíàåì åäèíñòâåííî ëè ðåøåíèå, òàê êàê ïî òåîðåìå âñÿêèå äâà ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò

ëèøü â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.

Ëåììà 6.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b, ∂xb ∈ C(DT ). Åñëè y è z � ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-

øè (1) íà [0, s] äëÿ íåêîòîðîãî s ≤ T , òî x(t) = z(t) äëÿ âñåõ t ∈ [0, s].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t∗ = sup{t ≤ s : x(t) = z(t)}. Íåïðåðûâíîñòü âëå÷åò ðàâåí-
ñòâî x(t∗) = z(t∗). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t∗ < s. Ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ íàéäåòñÿ

δ > 0 òàêîå, ÷òî íà îòðåçêå [t∗, t∗ + δ] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êî-

øè ẋ = b(t, x), x(t∗) = y(t∗), íî òàêèìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ z è y. Ñëåäîâàòåëüíî,

z(t) = y(t) íà [t∗, t∗ + δ], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ t∗. �

Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1) íà îáùåì îòðåçêå ñîâïàäàþò.

Ïóñòü S òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèé s < T òàêèõ, ÷òî íà îòðåçêå [0, s] ñóùå-

ñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.

Òåîðåìà 6.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S < T . Ïðè t → S ðåøåíèå x(t) âûõîäèò èç

ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ D, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè τ < S, ÷òî

x(t) /∈ K äëÿ âñåõ t > τ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, ò. å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

tn, ñõîäÿùàÿñÿ ê S è òàêàÿ, ÷òî x(tn) ∈ K. Òîãäà â ñèëó êîìïàêòíîñòè K ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî x(tn) → y ∈ K ⊂ D. Ïóñòü BR(y) ⊂ D,

M = max
[0,T ]×BR(y)

|b|+ max
[0,T ]×BR(y)

|∂xb|.

Ïî òåîðåìå äëÿ âñÿêèõ (s, z) ∈ (0, T )×BR(y) ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0, äëÿ êîòîðîãî íà

îòðåçêå [s, s+δ] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Áîëåå òîãî, ÷èñëî δ çàâèñèò òîëüêî

îò M è R. Âûáåðåì íîìåð n òàêîé, ÷òî |tn − S| < δ è |x(tn)− y| < R. Òîãäà ðåøåíèå

ïðîäîëæàåòñÿ íà îòðåçîê [tn, tn+δ] è tn+δ > S. Ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì S. �

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè D = Rd è S < T , òî ðåøåíèå óõîäèò â

áåñêîíå÷íîñòü ïðè t→ S. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàþò âçðûâîì èëè ðàçðóøåíèåì ðåøåíèÿ

(blow up). Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå âðåìåíè S.
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Ïðèìåð: ẋ = x2, x(0) = 1. Ðåøåíèå x(t) = 1/(1− t) è ïðè x(t) → +∞ ïðè t→ 1.

Ñôîðìóëèðóåì ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèÿ íà [0, T ).

Àïðèîðíàÿ îöåíêà

Ïóñòü D = Rd. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿM(t) íà [0, T )

òàêàÿ, ÷òîmax[0,τ ] |x(t)| ≤M(τ) äëÿ âñÿêîãî ðåøåíèÿ x çàäà÷è Êîøè (1), åñëè òàêîâîå

ñóùåñòâóåò íà îòðåçêå [0, τ ]. Â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ íà

âåñü ïîëóèíòåðâàë [0, T ).

Âàæíûé ïðèìåð: ïðåäïîëîæèì, ÷òî

⟨b(x, t), x⟩ ≤ A+B|x|2,

ãäå A,B > 0. Òîãäà
d

dt
|x(t)|2 ≤ A+B|x|2.

Èíòåãðèðóÿ ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

|x(t)|2 ≤ |x(0)|2eBt +
A

B
(eBt − 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, x(t) ïðîäîëæàåòñÿ íà [0, T ). Òàê áóäåò äëÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t)x, ãäå êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè íà

[0, T ].

Íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü A,B ∈ R è B ≥ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíê-

öèè f(t) íà îòðåçêå [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(t) ≤ A+B

∫ t

0

f(s) ds.

Òîãäà f(t) ≤ AeBt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

h(t) = A+B

∫ t

0

f(s) ds.

Òîãäà h′(t) = Bf(t). Òàê êàê B ≥ 0, òî h′(t) ≤ Bh(t). Óìíîæàåì ýòî íåðàâåíñòâî

íà e−Bt è ïðèìåíÿåì ïðàâèëî Ëåéáíèöà. Ïîëó÷àåì (h(t)e−Bt)′ ≤ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ôóíêöèÿ h(t)e−Bt íå âîçðàñòàåò, â ÷àñòíîñòè h(t)e−Bt ≤ A. �

Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðà.

Ïóñòü b(t, x, α) � îòîáðàæåíèå èç [0, T ]×D×U â Rd, ãäå D � îòêðûòîå ìíîæåñòâî

â Rd è U � èíòåðâàë íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ïóñòü x(t, α) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẋ = b(t, x, α) è x(0, α) = x0(α).

Òåîðåìà 6.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b, ∂xb � íåïðåðûâíû íà [0, T ]×D×U . Áîëåå òîãî

äëÿ âñåõ x, y ∈ D, α ∈ U , t ∈ [0, T ] âåðíà îöåíêà

|b(t, x, α)− b(t, y, α)| ≤ L|x− y|.

Ïóñòü x0(α) ∈ C(U). Òîãäà ðåøåíèå x(t, α) íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-

íûõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì γ ∈ U . Ïóñòü I ⊂ U � îòðåçîê, ñîäåðæàùèé γ. Èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî:

x(t, α)− x(t, γ) = x0(α)− x0(γ) +

∫ t

0

[
b(s, x(s, α), α)− b(s, x(s, γ), α)

]
ds+

+

∫ t

0

[
b(s, x(s, γ), α)− b(s, x(s, γ), γ)

]
ds.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî [0, T ]×X× I, ãäå X � îáðàç îòðåçêà [0, T ] ïðè îòîáðàæåíèè

t 7→ x(t, γ), ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè

|α− γ| < δ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|x0(α)− x0(γ)| < ε/2, max
s∈[0,T ]

|b(s, x(s, γ), α)− b(s, x(s, γ), γ)| < ε/2T.

Èìååò ìåñòî îöåíêà

|x(t, α)− x(t, γ)| ≤ ε+ L

∫ t

0

|x(s, α)− x(s, γ)| ds.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà, âûâîäèì îöåíêó

|x(t, α)− x(t, γ)| ≤ εeLt,

èç êîòîðîé ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü x(t, α) ïî α. �

Íåìíîãî áîëåå ñëîæíîå óòâåðæäåíèå � äèôôåðåíöèðóåìîñòü ðåøåíèÿ ïî ïàðà-

ìåòðó. Ïóñòü äàëåå U � èíòåðâàë íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 6.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b èìååò íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîä-

íûå ïî x è α â [0, T ]×D × U , ïðè÷åì

|b(t, x, α)− b(t, y, α)|+ |∂xb(t, x, α)− ∂xb(t, y, α)|+ |∂αb(t, x, α)− ∂αb(t, y, α)| ≤ L|x− y|.

Ïóñòü òàêæå íà÷àëüíîå óñëîâèå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî ïî α. Òîãäà ðåøå-

íèå x(t, α) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî ïî α è z = ∂αx(t, α) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å

Êîøè ż = ∂xbz + ∂αb, z(0, α) = x′0(α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ż = ∂xb z + ∂αb êàê óðàâíåíèå íà íåèçâåñò-

íóþ ôóíêöèþ z. Ïîëîæèì

y(t, α) = x(t, α0) +

∫ α

α0

z(t, u) du.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî y(t, α) = x(t, α). Ïîñëå äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ ïî t â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì

b(t, x(t, α0), α0) +

∫ α

α0

∂xb(t, x(t, u), u)z(t, u) + ∂αb(t, x(t, u), u) du.

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

b(t, y(t, α), α) + I(t, α),

ãäå

I(t, α) =

∫ α

α0

(∂xb(t, x(t, u), u)−∂xb(t, y(t, u), u))z(t, u)+(∂αb(t, x(t, u), u)−∂αb(t, y(t, u), u)) du.
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Ïóñòü α1 > α0 è M = sup[0,T ]×[α0,α1] |z(t, u)|. Òîãäà

|I| ≤ L(M + 1)

∫ α

α0

|x(t, u)− y(t, u)| du

Íàïîìíèì, ÷òî ẏ = b(t, y(t, α), α) + I(t, α), y(0, α) = x0(α). Âû÷èòàåì èç óðàâíåíèÿ

äëÿ y óðàâíåíèå ẋ = b(t, x(t, α), α) è èíòåãðèðóåì ïî t. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

y(t, α)− x(t, α) =

∫ t

0

(b(s, y(s, α)− b(s, x(s, α)) ds+

∫ t

0

I(s, α) ds,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò îöåíêà

|y(t, α)− x(t, α)| ≤ L

∫ t

0

|y(s, α)− x(s, α)| ds+ L(M + 1)

∫ t

0

∫ α

α0

|x(s, u)− y(s, u)| du ds

Ïóñòü α0 < γ < α1. Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíþþ îöåíêó ïî α îò α0 äî γ, ïðåäâàðè-

òåëüíî çàìåíèâ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå âåðõíèé ïðåäåë íà γ. Ïîëó÷àåì∫ γ

α0

|y(t, u)−x(t, u)| du ≤ C

∫ t

0

(∫ γ

α0

|y(s, u)−x(s, u)| du
)
ds, C = L+L(M+1)(α1−α0).

Ïî íåðàâåíñòâó Ãðîíóîëëà ∫ γ

α0

|y(t, u)− x(t, u)| du = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, y(t, α) = x(t, α). �

Óðàâíåíèå ż = ∂xb z + ∂αb íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â âàðèàöèÿõ.

Åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà, à b íå çàâèñèò, òî óðàâíåíèå â âà-

ðèàöèÿõ èìååò îñîáåííî ïðîñòîé âèä: ż = ∂xb z.

Óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y(n) = f(yn−1, . . . , y, t), ãäå ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà íåêî-

òîðîé îáëàñòèD×(α, β), ãäåD ⊂ Rn. Ðåøåíèåì íàçûâàåòñÿ n ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ y íà èíòåðâàëå (α, β) òàêàÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà y â óðàâíåíèå îáðàùàåò åãî â

âåðíîå ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ t ∈ (α, β).

Îêàçûâàåòñÿ âìåñòî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîäíûå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì

Ïîëîæèì x1 = y, x2 = y′, . . . , xn = yn−1. Òîãäà xi � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè

íà (α, β), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

ẋ1 = x2, . . . , ẋn−1 = xn, ẋn = f(xn, xn−1, . . . , x1, t).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ôóíêöèè xi óäîâëåòâîðÿþò ýòîé ñèñòåìå, òî ôóíêöèÿ

y = x1 óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîìó óðàâíåíèþ.

Êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ïîäñêàçûâàåò ïðàâèëüíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è Êîøè, à

èìåííî ê óðàâíåíèþ íàäî äîáàâèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: y(t0) = y0, y
′(t0) = y1, . . . ,

yn−1(t0) = yn−1.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ

óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîäíûå âûñîêîãî ïîðÿäêà.
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Áîëåå òðóäíûé ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèå íå ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðî-

èçâîäíîé: F (yn, . . . , y, t) = 0. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè åñëè ∂F
∂yn

̸= 0, òî ëîêàëüíî

ìîæíî âûðàçèòü yn ÷åðåç yn−1, . . . , y, t.

7. Ôàçîâûé ïîòîê. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ. Âûïðÿìëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ôàçîâûé ïîòîê è âåêòîðíûå ïîëÿ

Ïóñòü b � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà Rd, èìåþùåå îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå ëþ-

áîãî ïîðÿäêà. Äëÿ êàæäîé òî÷êè y âûïóñêàåì ðåøåíèå x(t, y) çàäà÷è Êîøè ẋ = b(x),

x(0, y) = y. Ôèêñèðóåì t. Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå gt : y 7→ x(t, y).

Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå ôóíêöèÿ (t, y) 7→ gt(y) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìîé.

Ïðåäëîæåíèå 7.1. {gt}t∈R � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî gt ◦ gs = gt+s. Äåéñòâèòåëüíî, x(t) = gt+s(y) óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ ẋ = b(x) è x(0) = gs(y), íî òàêîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî è ðàâíî

gt(gs(y)). Òàê êàê äëÿ êàæäîãî gt îòîáðàæåíèå g−t � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå è îíî

ãëàäêîå, òî gt ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. �

Ãðóïïó {gt} íàçûâàþò ôàçîâûì ïîòîêîì èëè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé èëè îäíî-

ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé, ïîðîæäàåìîé âåêòîðíûì ïîëåì b.

Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è òåîðåìà Ïóàíêàðå

Ëåììà 7.1. Ïóñòü gt � ôàçîâûé ïîòîê, ïîðîæäåííûé ïîëåì b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Jt(y) îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ y → gt(y). Èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî
d

dt
Jt(y) = Jt(y)divb(g

t(y)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ C∞
0 (Rn). Çàìåòèì, ÷òî∫

Rn

f(x) dx =

∫
Rn

f(gt(y))Jt(y) dy.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî t. Èìååì

0 =

∫
Rn

⟨∇f(gt(y)), b(gt(y))⟩Jt(y) dy +
∫
Rn

f(gt(y))
d

dt
Jt(y) dy.

Ïåðâûé èíòåãðàë çàìåíîé ïåðåìåííûõ è èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïðèâîäèòñÿ ê

âèäó:

−
∫
Rn

f(x)divb(x) dx = −
∫
Rn

f(gt(y))divb(gt(y))Jt(y) dy.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫
Rn

f(gt(y))divb(gt(y))Jt(y) dy =

∫
Rn

f(gt(y))
d

dt
Jt(y) dy.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè f ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó óòâåðæäåíèþ. �

Òåîðåìà 7.1. (Ëèóâèëëü) Ïóñòü D � èçìåðèìîå ïî Æîðäàíó ìíîæåñòâî. Òîãäà

d

dt
gt(D) =

∫
gt(D)

divb(x) dx.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì ëåììó:

d

dt
gt(D) =

d

dt

∫
D

Jt(y) dy =

∫
D

divb(gt(y))Jt(y) dy =

∫
gt(D)

divb(x) dx.

�

Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ íàáëþäåíèå, ÷òî åñëè divb =

0, òî ôàçîâûé ïîòîê ñîõðàíÿåò ôàçîâûé îáúåì. Òàê ïðîèñõîäèò â ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåìàõ: ṗ = −∂qH(p, q), q̇ = ∂pH(p, q).

Ê ôàçîâûì ïîòîêàì, êîòîðûå ñîõðàíÿþò îáúåì ïðèìåíèìà òåîðåìà Ïóàíêàðå.

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn è T � äèôôåîìîðôèçì D → D

ñîõðàíÿþùèé îáúåì. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ D ïî÷òè âñå

òî÷êè A âîçâðàùàþòñÿ ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ T îáðàòíî â A, ò. å. äëÿ ïî÷òè

êàæäîé òî÷êè x ∈ A íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð n, ÷òî T nx ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê èç A, ÷òî T nx /∈ A äëÿ âñÿêîãî

íàòóðàëüíîãî n. Òîãäà T nB
∩
TmB = ∅ ïðè n ̸= m. Ìíîæåñòâà T nB ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþòñÿ, èìåþò îäèíàêîâûé îáúåì è ëåæàò â D. Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì B ðàâåí

íóëþ. �

Ðàññìîòðèì ïðèìåð: ẍ + U ′(x) = 0, ãäå U(x) ñòðåìèòñÿ â ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü ïðè

|x| → ∞. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà èìååò âèä ẋ = y, ẏ = −U ′(x). Òàê êàê ó âåêòîð-

íîãî ïîëÿ äèâåðãåíöèÿ ðàâíà íóëþ, òî ôàçîâûé ïîòîê ñîõðàíÿåò îáúåì. Äëÿ ðåøåíèé

âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ẋ2

2
+ U(x) = const.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ôàçîâûé ïîòîê ñîõðàíÿåò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü

D = {(x, y) : y
2

2
+ U(x) ≤ C}.

Èç òåîðåìû Ïóàíêàðå âûâîäèì, ÷òî ðåøåíèå îáÿçàòåëüíî âåðíåòñÿ ñêîëü óãîäíî áëèç-

êî ê íà÷àëüíîìó ïîëîæåíèþ.

Âûïðÿìëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ

Èñïîëüçóÿ ôàçîâûé ïîòîê ìîæíî âûïðÿìèòü âåêòîðíîå ïîëå â îêðåñòíîñòè íåîñî-

áîé òî÷êè x0 (ò. å. b(x0) ̸= 0).

Öåëü: â ìàëîé îêðåñòíîñòè x0 óêàçàòü äèôôåîìîðôèçì, êîòîðûé ïîëå b ïðåîáðà-

çóåò ïîñòîÿííîå ïîëå e1 = (1, 0, . . . , 0, 0). Äëÿ íîâîãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå

êðèâûå � ïðÿìûå x(t) = x+te1. Çíà÷èò èñêîìàÿ çàìåíà êîîðäèíàò ïåðåâîäèò ôàçîâûå

êðèâûå x(t) â ïðÿìûå. Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî êàê ââîäèòü íîâûå êîîðäèíàòû:

ïîñëåäíèå (d− 1) êîîðäèíàò ïàðàìåòðèçóåò èíòåãðàëüíûå êðèâûå, à ïåðâàÿ êîîðäè-

íàòà � êîîðäèíàòà âäîëü ôàçîâîé êðèâîé (íàïðèìåð âðåìÿ). Äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ

ïðåäïîëîæèì, ÷òî x0 = 0 è b1(x0) ̸= 0. Ïóñòü Π = {x1 = 0}. Â ìàëîé (íàñêîëüêî

ìàëîé îáñóäèì ïîçæå) îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 èç êàæäîé òî÷êè (0, ξ) ∈ Π âûïóñêàåì

ôàçîâóþ êðèâóþ x(t, ξ). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå Ψ, ñîïîñòàâëÿþùåå

ïàðå (t, ξ) ∈ Rd çíà÷åíèå x(t, ξ). Ìû ïîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà èç äîñòàòî÷íî ìàëîé
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îêðåñòíîñòè x0 îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè (t, ξ), ò. å ôàçîâîé êðèâîé, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó, è ïîëîæåíèåì òî÷êè íà ñàìîé ôàçîâîé êðèâîé. Íåïðåðûâíàÿ

äèôôåðåíöèðóåìîñòü îòîáðàæåíèÿ Ψ ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ðåøåíèÿ, äîêàçàííûõ âûøå.

Òàê êàê

∂t =
dxi
dt
∂xi

= bi∂xi
,

òî âåêòîðíîå ïîëå e1 ïåðåõîäèò â âåêòîðíîå ïîëå b. Ïðîâåðèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü

ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ Ψ îòëè÷åí îò íóëÿ. Íàõîäèì

det
(dxk
dt

,
∂xk
∂ξ

)∣∣∣
t=0

= det
(
bk(0, ξ), E

)
= b1(0, ξ).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî b1(0, ξ) ̸= 0 ïðè ξ áëèçêîì ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áëèç-

êèõ ê íóëþ (t, ξ) îïðåäåëèòåëü îòîáðàæåíèÿ Ψ îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé

ôóíêöèè ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U è V òî÷êè 0, ÷òî îòîáðàæåíèå Ψ: U 7→ V

ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Ñîîòâåòñòâåííî, îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò âåê-

òîðíîå ïîëå b â âåêòîðíîå ïîëå e1.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 7.3. (Âûïðÿìëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ) Äëÿ âñÿêîé òî÷êè x0, â êîòîðîé

b(x0) ̸= 0, ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U , V è äèôôåîìîðôèçì Ψ: U 7→ V òàêîé, ÷òî

Ψ−1 ïåðåâîäèò ïîëå b â ïîëå e1, à ôàçîâûå êðèâûå â ïðÿìûå x(t) = x+ te1.

Êîíå÷íî ñàìîå èíòåðåñíîå ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê. Ïðîñòåéøèì

ïðèìåðîì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáîé òî÷êîé ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-

íûå ñèñòåìû.

8. Ëèíåéíûå ñèñòåìû.

Ïóñòü A(t) � ìàòðèöà d×d, ýëåìåíòû êîòîðîé aij � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà èíòåð-

âàëå (α, β). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ẋ = Ax. Íàøà ïåðâàÿ çàäà÷à îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî

ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 8.1. Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé E ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è êîíå÷íîìåðíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì, ïðè÷åì åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü ïðîñòðàíñòâàE î÷åâèäíà. Ôèêñèðóåì t0 ∈ (α, β). Îòîá-

ðàæåíèå φ : Rd 7→ E çàäàíî ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: êàæäîìó âåêòîðó x0 ∈ Rd ñîïî-

ñòàâëÿåì ðåøåíèå x(t) çàäà÷è Êîøè ẋ = Ax, x(t0) = x0. ßñíî, ÷òî φ � èçîìîðôèçì

äâóõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. �

Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé E íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðå-

øåíèé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü d ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé. Êàê ïðîâåðèòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü?

Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî W (t) � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñòîëáöû êîòîðîé � âåêòî-

ðà ðåøåíèé ñèñòåìû ẋ = Ax.

Òåîðåìà 8.2. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) Ðåøåíèÿ x1, . . . xd � ëèíåéíî çàâèñèìû.
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(ii) W (t) = det(x1(t), . . . , xd(t)) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ (α, β).

(iii) W (t0) = 0 â íåêîòîðîé òî÷êå t0 ∈ (α, β).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîÿñíèòü (iii) ⇒ (i). Ïóñòü c1, . . . , cd � íåíóëåâîé íàáîð

÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ âåðíî ðàâåíñòâî c1x
1(t0) + . . .+ cdx

d(t0) = 0. Çàìåòèì, ÷òî y(t) =

c1x
1(t) + . . .+ cdx

d(t) = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ẋ = Ax, x(t0) = 0, à òàêîå

ðåøåíèå òîëüêî îäíî z(t) ≡ 0. �

Òåîðåìà 8.3. (Ëèóâèëëü�Îñòðîãðàäñêèé) Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ Ẇ = trAW è èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

W (t) = W (t0) exp
(∫ t

t0

trA(s) ds
)
, trA = a11 + a22 + . . .+ add.

Ïóñòü X(t) � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëÿþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðå-

øåíèé äëÿ ẋ = Ax, ãäå A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X(0) = E. Òîãäà

ôàçîâûé ïîòîê ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëþ Ax çàäàåòñÿ òàê gt(y) = X(t)y. Îïðåäåëèòåëü

ìàòðèöû X(t) � îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî è ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ gt(y). Â ýòîì ñëó-

÷àå òåîðåìà Ëèóâèëëÿ-Îñòðîãðàäñêîãî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äîêàçàííîé âûøå

òåîðåìû Ëèóâèëëÿ.

Íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ẋ = Ax+ f , ãäå aij, f � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà

èíòåðâàëå (α, β).

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü x̂ � êàêîå-òî ðåøåíèå ñèñòåìû ẋ = Ax+ f . Òîãäà ìíîæåñòâî

ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû èìååò âèä x̂+EA, ãäå EA � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ íàõîäèòü õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå íåîäíîðîä-

íîé ñèñòåìû.

Âàðèàöèÿ ïîñòîÿííûõ

Ïóñòü x1, . . . , xd � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Áóäåì

èñêàòü ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû â ñëåäóþùåì âèäå:

x(t) = c1(t)x
1(t) + . . .+ cd(t)x

d(t).

Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå:

ẋ = c1ẋ
1 + . . .+ cdẋ

d + ċ1x
1 + . . .+ ċdx

d = A(c1x
1 + . . .+ cdx

d) + ċ1x
1 + . . .+ ċdx

d.

Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî íàéòè ck èç ðàâåíñòâà ċ1x
1 + . . . + ċdx

d = f . Òàê êàê

x1, . . . , xd � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà, òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò

íóëÿ è ìîæíî âûðàçèòü ċk. Èíòåãðèðóÿ íàõîäèì ck.

9. Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé. Ýêñïîíåíòà ìàòðèöû è

ñïîñîáû åå âû÷èñëåíèÿ

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R èëè C. Ôóíêöèÿ ∥ ∥ : X → [0,+∞) íàçû-

âàåòñÿ íîðìîé, åñëè 1) ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0, 2) ∥αx∥ = |α|∥x∥, 3) ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥.
Ïðîñòðàíñòâî X ñ íîðìîé ∥ ∥ íàçûâàþò íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Ïðèìåðîì íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ R ñ íîðìîé

∥x∥ = |x|. Ýòîò ïðèìåð îáîáùàåòñÿ íà ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Rn, íà êîòîðîì â

êà÷åñòâå íîðìû ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ

∥x∥ =
√
x21 + x22 + . . .+ x2n, x = (x1, x2, . . . , xn).

Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâå íîðìû ∥ ∥1 è ∥ ∥2 íà Rn ýêâèâàëåíòíû,

ò. å. ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû c1, c2 > 0, ÷òî

c1∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ c2∥x∥1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ýëåìåíòîâ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ∥ ∥) ñõîäèò-
ñÿ ê x (ïèøåì xm → x èëè limm→∞ xm = x), åñëè ∥xm − x∥ → 0. Òàê êàê íà Rn

ëþáûå äâå íîðìû ýêâèâàëåíòíû, òî íå èìååò çíà÷åíèÿ ïî êàêîé èç íîðì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {xm} ñõîäèòñÿ ê x. Åñëè ðàññìîòðåòü íîðìó ∥x∥ = maxk |xk|, òî ïîëó÷èì,
÷òî xm → x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xm,k → xk äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . . , n,

ãäå xm = (xm,1, . . . , xm,n), x = (x1, . . . , xn). Òàêèì îáðàçîì, â Rn ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè âåêòîðîâ ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè èõ êîîðäèíàò, à ýòî îáû÷íûå ÷èñëî-

âûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîñêîëüêó äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âûïîëíÿåò-

ñÿ êðèòåðèé Êîøè, òî îí âûïîëíÿåòñÿ äëÿ Rn: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ýëåìåíòîâ

xm ∈ Rn ôóíäàìåíòàëüíà, ò.å.

∀ε > 0 ∃N : ∀k,m > N ∥xk − xm∥ < ε,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó x ∈ Rn.

Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ ïîëíûì èëè áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Â Rn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðÿäû èç âåêòîðîâ:
∑∞

m=1 xm. Êàê è â ñëó÷àå ÷èñëîâûõ

ðÿäîâ, ðÿä èç âåêòîðîâ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, à ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì

íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà. Â ïîëíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå èç ñõîäèìîñòè ÷èñ-

ëîâîãî ðÿäà
∑

m ∥xm∥ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑

m xm.

Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö Mn×n ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì è êàê

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò Rn2
. Îäíàêî íà ìàòðèöàõ óäîáíåå

ââåñòè íîðìó, ñîãëàñîâàííóþ ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

âåëè÷èíà

∥A∥ = sup
x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

âñåãäà êîíå÷íà è óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ íîðìû. Èç îïðåäåëåíèÿ ∥A∥ ñëåäóåò,

÷òî ÷èñëî ∥A∥ ðàâíî íàèìåíüøåìó èç ÷èñåë C, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
∥Ax∥ ≤ C∥x∥. Òàêèì îáðàçîì, íîðìà ìàòðèöû A îöåíèâàåò âî ñêîëüêî ðàç ðàññòÿãè-

âàåò âåêòîð x ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå x→ Ax. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥,
â ÷àñòíîñòè ∥An∥ ≤ ∥A∥n. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Mn×n ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì.

Ýêñïîíåíòîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ðÿä

eA =
∞∑
n=0

An

n!
.
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Ñõîäèìîñòü äàííîãî ðÿäà ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=0
∥A∥n
n!

. Âàæíî èìåòü ââèäó,

÷òî ýêñïîíåíòà ìàòðèöû îòëè÷àåòñÿ ïî ñâîéñòâàì îò ýêñïîíåíòû ÷èñëà, íàïðèìåð â

îáùåì ñëó÷àå eA+B ̸= eA · eB.

Òåîðåìà 9.1. Åñëè AB = BA, òî eA+B = eA · eB.

Ñî âñÿêîé ìàòðèöåéA ∈Mn×n ñâÿçàíî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ëèíåéíûé îïåðàòîð)

x→ Ax è ïðè ñìåíå áàçèñà ìàòðèöà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ìåíÿåòñÿ ïî ïðàâèëó CAC−1,

ãäå C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü C � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

eCAC−1

= CeAC−1.

Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà. Îáñóäèì äâà ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíòû eA.

Ïåðâûé ñïîñîá: Æîðäàíîâà Íîðìàëüíàÿ Ôîðìà

Âûáîðîì ïîäõîäÿùåãî áàçèñà (â îáùåì ñëó÷àå íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë) ìàò-

ðèöà A ïðèâîäèòñÿ ê ñïåöèàëüíîìó âèäó: âäîëü ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò êëåòêè,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò âèä λE + N , ãäå ó ìàòðèöû N íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ

ñòîÿò åäèíè÷êè, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A.

Òàêîé âèä íàçûâàåòñÿ Æîðäàíîâîé Íîðìàëüíîé Ôîðìîé. Èç îïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåí-

òû âèäíî, ÷òî èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî A ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíò-

íûìè îòíîñèòåëüíî eA. Ñëåäîâàòåëüíî, â æîðäàíîâîì áàçèñå ýêñïîíåíòà òàêæå èìååò

áëî÷íûé âèä è êàæäîìó áëîêó λE+N ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâóåò áëîê eλE+N ýêñïîíåí-

òû. Íàéäåì eλE+N . Ïîñêîëüêó λE êîììóòèðóåò ñ ëþáîé ìàòðèöåé, òî eλE+N = eλ ·eN .
Ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü ìàòðèöà N ìåíÿåòñÿ ïðîñòî: äèàãîíàëü èç åäèíè÷åê ïåðå-

ìåùàåòñÿ âûøå äî òåõ ïîð ïîêà ìàòðèöà íå ñòàíåò íóëåâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîêè

ìàòðèöû eN èìåþò âèä (0, 0, . . . , 1, 1, 1/2!, 1/3!, . . .).

Âòîðîé ñïîñîá: ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ìåòîäà ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè ìíîãî÷ëåíà P îò

ìàòðèöû A, ò. å. P (A). Ïóñòü χA(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Ðàçäåëèì P íà

χA ñ îñòàòêîì:

P (t) = χA(t)q(t) + r(t).

Òàê êàê χA(A) = 0, òî P (A) = r(A). Êðîìå òîãî, åñëè λ � êîðåíü χA êðàòíîñòè m,

òî P (j)(λ) = r(j)(λ) ïðè j = 0, 1, . . . ,m − 1. Èñïîëüçóÿ ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî íàéòè

êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà r, ñòåïåíü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò degχA − 1. Òàê êàê

ýêñïîíåíòà î÷åíü õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ñâîåãî ðÿäà Òåéëîðà,

òî àíàëîãè÷íûé ìåòîä ðàáîòàåò äëÿ ýêñïîíåíòû: eA = r(A), ãäå ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà

r íå ïðåâîñõîäèò degχA − 1 è åãî êîýôôèöèåíòû íàõîäÿòñÿ èç ðàâåíñòâ eλ = r(j)(λ).

Çäåñü, êàê è âûøå, λ � êîðåíü χA êðàòíîñòè m è j = 0, 1, . . . ,m− 1.

Òåîðåìà 9.3. Îòîáðàæåíèå x(t) = etAx0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ẋ = Ax.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

h−1
(
e(t+h)Ax0 − etAx0

)
= h−1

(
ehA − E

)
etAx0 =

(
A+

∞∑
n=1

An+1hn

(n+ 1)!

)
etAx0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

∥e
(t+h)Ax0 − etAx0

h
− AetAx0∥ ≤ ∥etAx0∥

∞∑
n=1

∥A∥n+1|h|n

(n+ 1)!
=

= ∥etAx0∥
(e∥A∥|h| − 1

|h|
− ∥A∥

)
,

ãäå ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè h→ 0. �

10. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

y(n) + an−1y
(n−1) + . . .+ a1y

′ + a0y = 0.

Èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìîæíî ñâåñòè óðàâíåíèÿ ê ñèñòåìàì. Â ÷àñò-

íîñòè, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-

íûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n. Ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé íàçûâà-

åòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé.

Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî îïðåäåëÿåòñÿ òàê

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 . . . yn
y′1 y′2 . . . y′n
. . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Òåîðåìà 10.1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ðåøåíèÿ y1, . . . , yn � ëèíåéíî çàâèñèìû;

(ii) W ≡ 0;

(iii) W (x0) = 0 â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ (α, β).

Òåîðåìà 10.2. (Ëèóâèëëü�Îñòðîãðàäñêèé) Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî W ′ = −a1W è,

ñëåäîâàòåëüíî,

W (x) = W (x0) exp
(
−
∫ x

x0

a1(s) ds
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì è ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîð-

ìóëó äëÿ îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû. �

Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò çàäàííûå ôóíêöèè g1, . . . , gn.

Óðàâíåíèå èìååò âèä: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g1 g2 . . . y

g′1 g′2 . . . y′

. . . . . . . . . . . .

g
(n)
1 g

(n)
2 . . . y(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó ïîëó÷àåì ëèíåé-

íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Åñëè îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ôóíêöèé gk îòëè-

÷åí îò íóëÿ, òî ýòî áóäåò èìåííî óðàâíåíèå n ïîðÿäêà.
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Ïðèìåð: ïîñòðîèì óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò ex è e2x. Ñîñòàâëÿåì îïðå-

äåëèòåëü: ∣∣∣∣∣∣∣
ex e2x y

ex 2e2x y′

ex 4e2x y
′′

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïðèðàâíèâàåì ê íóëþ, ñîêðàùàåì íà ex è e2x, ðàñêëàäûâàåì ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó.

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå y′′ − 3y′ + 2y = 0.

Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîãî èçîìîðôèçì ìîæíî èç ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøèìîñòè ñè-

ñòåìû âûâåñòè ðàçðåøèìîñòü è âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ. Îäíàêî ìû ïîñòóïèì èíà÷å

è ïðîâåäåì íåçàâèñèìîå ðàññóæäåíèå.

Ïîëîæèì L(λ) = λn + an−1λ
n−1 + . . . + a1λ + a0. Ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèå èìååò

âèä L(Dx)y = 0.

Ëåììà 10.1.

L(Dx)e
λx = L(λ)eλx.

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî eλx � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

λ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà L(λ).

Ëåììà 10.2.

Dm
x (x

keλx) = Dk
λ(λ

meλx).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

Dm
x (x

keλx) = Dm
x D

k
λ(e

λx) = Dk
λD

m
x (e

λx) = Dk
λ(λ

meλx).

�

Ñëåäñòâèå 10.1. Åñëè λ0 � êîðåíü êðàòíîñòè k ìíîãî÷ëåíà L(λ), òî ôóíêöèè e
λ0x,

xeλ0x, . . . , xk−1eλ0x ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ L(Dx)y = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ L(λ) = (λ − λ0)
kM(λ). Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíþþ ëåììó,

íàõîäèì, ÷òî

L(Dx)(x
meλ0x) = Dm

λ (L(λ)e
λx)|λ=λ0 .

Çàìåòèì, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà íå áîëüøå k îò L(λ) ðàâíû íóëþ ïðè λ = λ0.

Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëåéáíèöà âûâîäèì ðàâåíñòâî Dm
λ (L(λ)e

λx)|λ=λ0 = 0. �

Íå ñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè xmeλx äëÿ ðàçíûõ m è λ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 10.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ1, . . . , λs � âåùåñòâåííûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

L(λ) ñ êðàòíîñòÿìè n1, . . . , ns ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ôóíêöèè

eλkx, xeλkx, . . . , xnk−1eλkx

îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé.
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Ïðèìåð: y
′′ −5y′+6y = 0. Ðåøàåì óðàâíåíèå λ2−5λ+6 = 0. Êîðíè λ1 = 2 è λ2 = 3.

Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä y(x) = c1e
2x + c2e

3x.

Åñëè êîðåíü λ = α + iβ êîìïëåêñíûé, òî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî λ̄ = α − iβ òîæå

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Äâà ðåøåíèÿ xmeλx è xmeλ̄x ìîæíî çàìåíèòü íà xmeαx cos(βx) è

xmeαx sin(βx).

Ïðèìåð: y′′ + y = 0. Ðåøàåì óðàâíåíèå λ2 + 1 = 0. Êîðíè λ = ±i. Ðåøåíèÿ ýòîãî

óðàâíåíèÿ èìåþò âèä y(x) = c1 cos x+ c2 sin x.

Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Îáñóäèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå L(Dx)y = f , ãäå f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà

èíòåðâàëå (α, β).

Òåîðåìà 10.4. Ïóñòü ŷ � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä: ŷ + EL, ãäå EL � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðåæäå ÷åì ðåøàòü íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî óïðîñòèòü ñ

ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî íàáëþäåíèÿ:

åñëè f = f1 + f2 è L(Dx)y1 = f1, L(Dx)y2 = f2, òî L(Dx)(y1 + y2) = f .

Ñóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíî ÷åòûðå ñïîñîáà ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

(I) Óãàäàòü ðåøåíèå.

(II) Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ.

Ïóñòü y1, . . . , yn � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Èùåì

ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå: y(x) = c1(x)y1(x)+. . .+cn(x)yn(x),

ãäå ïîñòîÿííûå íàõîäèì èç ðàâåíñòâ c′1y
(k)
1 + . . . + c′ny

(k)
n = 0 ïðè k < n − 1 è

c′1y
(n−1)
1 + . . . + c′ny

(n−1)
n = f . Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé � îïðåäåëèòåëü

Âðîíñêîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, c′k ìîæíî âûðàçèòü èç ýòîé ñèñòåìû. Îáîñíîâàíèå ýòîãî

ìåòîäà: ïðèìåíÿåì êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì è ñâîäèì ê ìåòîäó âàðèàöèè ïîñòîÿí-

íûõ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì.

(III) Êâàçèìíîãî÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè.

Íà÷íåì ñ ïðèìåðà: y′′ + 3y′ + 4y = ex. Èùåì ðåøåíèå â âèäå y = Aex. Ïîäñòàâëÿÿ,

íàõîäèì A+ 3A+ 4A = 1 è A = 1/8.

Ëåììà 10.3. Ïóñòü λ � êîðåíü L(λ) = 0 êðàòíîñòè k. Òîãäà L(Dx)(x
meλx) ðàâíî

íóëþ ïðè m ≤ k − 1 è ðàâíî (cxm−k + . . .)eλx, ãäå c ̸= 0, ïðè m > k − 1.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò âûðàæåíèå âèäà eλxPm(x), ãäå Pm �

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, à λ � êîðåíü êðàòíîñòè k, òî èñêàòü ðåøåíèå ìîæíî ñ íåîïðå-

äåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè â âèäå xkeλxQm(x), ãäå Qm � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m.

ßâëåíèå ðåçîíàíñà. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y′′ + y = sin(2x). Åãî ðåøåíèå èìååò

âèä y(x) = c1 sin x + c2 cosx − sin(2x) è ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Âðîäå áû íè÷åãî

óäèâèòåëüíîãî, âåäü ïðàâàÿ ÷àñòü � îãðàíè÷åííàÿ (âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè)

ôóíêöèÿ. Îäíàêî, åñëè âìåñòî sin(2x) â ïðàâîé ÷àñòè âçÿòü sin x, òî ñèòóàöèÿ ñó-

ùåñòâåííî ïîìåíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ 1
2
x cos x,

êîòîðàÿ óæå íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

(IV) Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ak ïîñòîÿííûå.
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Ïóñòü u � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè L(Dx)u = 0 è u(0) = . . . = u(n − 2)(0) = 0,

u(n)(0) = 1. Òîãäà

y(x) =

∫ x

0

f(s)u(x− s) ds

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L(Dx) = f .

Íàéäåì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè y:

y′(x) = f(x)u(0) +

∫ x

0

f(s)u′(x− s) ds =

∫ x

0

f(s)u′(x− s) ds, . . .

yn(x) = f(x)un−1(0) +

∫ x

0

f(s)u(n)(x− s) ds.

Òîãäà

L(Dx)y(x) = f(x) +

∫ x

0

f(s)L(Dx)u(x− s) ds = f(x).

11. Îáîáùåííûå ôóíêöèè è ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì (ôóíêöèÿ ðàâ-

íà íóëþ âíå íåêîòîðîãî îòðåçêà) íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì îñ-

íîâíûõ ôóíêöèé è îáîçíà÷àþò ÷åðåç D(R). Ïóñòü φn, φ ∈ D(R). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
φn ñõîäèòñÿ ê φ â D(R), åñëè
1) ñóùåñòâóåò îòðåçîê [a, b] òàêîé, ÷òî âñå ôóíêöèè φn, φ ðàâíû íóëþ âíå [a, b],

2) φ
(j)
n ⇒ φ(j) íà îòðåçêå [a, b] äëÿ âñÿêîãî j = 0, 1, 2, . . ..

Îáîáùåííîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ âñÿêîå îòîáðàæåíèå F : D(Rd) → R, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèÿì:

1) (ëèíåéíîñòü) F (αφ+ βψ) = αF (φ) + βF (ψ),

2) (íåïðåðûâíîñòü) φn → φ âëå÷åò F (φn) → F (φ).

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå

F (φ) =

∫ +∞

−∞
φ(x)f(x) dx,

ãäå f � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äàëåå â çàïèñè èíòåãðàëà áåñêîíå÷íûå

ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ îïóñêàåì. Îáîáùåííûå ôóíêöèè òàêîãî âèäà íàçûâàþòñÿ

ðåãóëÿðíûìè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ðàâåíñòâà∫
φ(x)f(x) dx =

∫
φ(x)g(x) dx ∀φ ∈ D(R),

ñëåäóåò, ÷òî f = g ïî÷òè âñþäó íà R. Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíê-

öèÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó îïðåäåëÿåò ëîêàëüíî

èíòåãðèðóåìóþ ôóíêöèþ f , çàäàþùóþ ýòó îáîáùåííóþ ôóíêöèþ. Äàëåå ìû îòîæ-

äåñòâëÿåì ðåãóëÿðíûå îáîáùåííûå ôóíêöèè ñ îáû÷íûìè ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè

ôóíêöèÿìè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Âàæíåéøèì ïðèìåðîì íåðåãóëÿðíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà:

δ(φ) = φ(0).
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Äîêàæåì, ÷òî ýòî íåðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:

δ(φ) =

∫
f(x)φ(x) dx.

Ïóñòü φn(x) = 1 ïðè |x| < 1/n è φn(x) = 0 ïðè |x| > 2/n, ïðè÷åì |φn| ≤ 1. ßñíî, ÷òî∣∣∣∫ f(x)φ(x) dx
∣∣∣ ≤ ∫ 2/n

−2/n

|f(x)| dx→ 0, n→ ∞.

Îäíàêî,

∫
f(x)φ(x) dx = 1. Ïðîòèâîðå÷èòå.

Ïðîèçâîäíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè F íàçûâàåòñÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ F ′, çàäàí-

íàÿ ðàâåíñòâîì:

F ′(φ) = −F (φ′).

Ïóñòü îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé è çàäàåòñÿ ôóíêöèåé f êëàññà

C1(R), âûðàæåíèå F ′(φ) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

F ′(φ) = −
∫
φ′f dx.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

F ′(φ) =

∫
φf ′ dx.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè F ′ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé è çàäà-

åòñÿ êëàññè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé f ′.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îáîáùåííîé ôóíêöèè Õåâè-

ñàéäà χ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé è çàäàåòñÿ èíäèêàòîðîì I>0 ìíîæåñòâà ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷èñåë. Ðàñïèøåì îïðåäåëåíèå:

χ′(φ) = −
∫
φ′(x)I>0(x) dx = −

∫ +∞

0

φ′(x) dx = φ(0),

ò.å. îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Õåâèñàéäà ðàâíà äåëüòà ôóíêöèè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîñëåäíåãî ïðèìåðà.

Ïðåäëîæåíèå 11.1. Ïóñòü a0 < a1 < . . . < an è ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ak, â êîòîðûõ ó ýòîé

ôóíêöèè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ñëåâà f(ak− 0) è ñïðàâà f(ak+0) (âîçìîæíî ðàçëè÷-

íûå). Ïóñòü F � îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôóíêöèåé f . Òîãäà

F ′ = f ′ +
∑
k

(f(ak + 0)− f(ak − 0))δak ,

ãäå ÷åðåç f ′ îáîçíà÷àåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êëàñ-

ñè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé âñþäó, êðîìå òî÷åê ak.

Ïîñëå ââåäåíèÿ íîâîãî ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè åñòåñòâåííî âîç-

íèêàåò âîïðîñ î ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ.

Ïðåäëîæåíèå 11.2. Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ F ′ = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé, çàäàííîé íåêîòîðîé

êîíñòàíòîé.
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Ñâåðòêîé îáîáùåííîé ôóíêöèè F è ôóíêöèè ψ ∈ D(R) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

F ∗ ψ(x) = F (ψ(x− · )).

Åñëè îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ F ðåãóëÿðíà è çàäàíà ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöè-

åé f , òî

F ∗ ψ(x) =
∫
f(t)ψ(x− t) dt.

Ïðåäëîæåíèå 11.3. Ôóíêöèÿ F ∗ ψ ∈ C∞(R) è

(F ∗ ψ)(k) = F ∗ (ψ(k)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü hn → 0 è hn ̸= 0. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ôóíêöèé

φn(t) =
1

hn

(
ψ(x− t+ hn)− ψ(x− t)

)
ñõîäèòñÿ â D(R) ê ôóíêöèè φ(t) = ψ′(x− t). Ñëåäîâàòåëüíî, F (φn) ñõîäèòñÿ ê F (φ).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

1

hn

(
F ∗ ψ(x+ hn)− F ∗ ψ(x)

)
= F (φn) → F (φ) = F ∗ (ψ′)(x).

�

Ïóñòü

Ly = y(n) + an−1y
(n−1) + . . .+ a1y

′ + a0y,

ãäå ak � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöè-

àëüíîãî îïåðàòîðà L íàçûâàåòñÿ òàêàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ E, ÷òî LE = δ.

Òåîðåìà 11.1. Åñëè E � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ L è ψ ∈ D(R), òî

L(E ∗ ψ) = ψ.

Ñóùåñòâóåò îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ïóñòü u � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

Lu = 0, u(0) = u′(0) = . . . = u(n−2)(0) = 0, u(n−1)(0) = 1.

Òîãäà ôóíêöèÿ E = uI>0 ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì.

12. Óñòîé÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ẋ = b(t, x), b, ∂xb ∈ C([0,+∞)× Rd). (2)

Ðåøåíèå z(t) ñèñòåìû (2), îïðåäåëåííîå íà [0,+∞), íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿ-

ïóíîâó, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x0, óäî-

âëåòâîðÿþùåãî |x0 − z(0)| < δ, ðåøåíèå x(t) çàäà÷è Êîøè ẋ = b(t, x), x(0) = x0,

ïðîäîëæàåòñÿ íà [0,+∞) è |x(t)− z(t)| < ε äëÿ âñåõ t ≥ 0.
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Ðåøåíèå z(t) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè z(t) óñòîé÷èâî è ñóùåñòâóåò δ > 0

òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x0, óäîâëåòâîðÿþùåãî |x0 − z(0)| < δ, ðåøåíèå x(t) çàäà÷è

Êîøè ẋ = b(t, x), x(0) = x0, ñòðåìèòñÿ ê z(t), ò.å.

lim
t→+∞

|x(t)− z(t)| = 0.

Ïîëåçíî èìåòü ââèäó ñëåäóþùèé ïðîñòîé ïðèìåð: ẋ = λx. Åñëè λ > 0, òî íóëåâîå

ðåøåíèå x ≡ 0 íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Åñëè λ = 0, òî íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷è-

âî, íî íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Åñëè λ < 0, òî íóëåâîå ðåøåíèå

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ýòîò ïðèìåð åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííîé

ìàòðèöåé.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü êàêîãî-òî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû

ẋ = Ax â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ðàâíîñèëüíà óñòîé÷èâîñòè íóëå-

âîãî ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, â îáùåé ñèòóàöèè èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ

z(t) óðàâíåíèÿ ẋ = b(t, x) çàìåíîé x = z + y ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâî-

ñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẏ = b(t, z + y) + ż. Ïîýòîìó äàëåå ìû îáñóæäàåì

óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ.

Èç ÿâíîãî âèäà ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé ëåãêî ìîæíî

óñìîòðåòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 12.1. (i) Íóëåâîå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû ẋ = Ax ñ ïîñòîÿííîé

ìàòðèöåé A óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé A íåïîëîæèòåëüíû, à åñëè âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ ðàâíà íóëþ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ æîðäàíîâà êëåòêà èìååò ðàçìåð 1.

(ii) Íóëåâîå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû ẋ = Ax ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé A

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå âåùåñòâåííûå ÷àñòè

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé A îòðèöàòåëüíû.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé áîëåå îáùåãî âèäà ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ôóíêöèé Ëÿ-

ïóíîâà, êîòîðûé îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ íàáëþäåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ẋ = b(t, x) ñ b(t, 0) ≡ 0.

Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü U � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ è V ∈ C1(U), W ∈ C(U).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V (0) = 0, V (x) > 0 è W (x) > 0 ïðè x ̸= 0.

(i) Åñëè ⟨b,∇V ⟩ ≤ 0 ïðè âñåõ x ∈ U , t ≥ 0, òî íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî.

(ii) Åñëè ⟨b,∇V ⟩ ≤ −W ïðè âñåõ x ∈ U , t ≥ 0, òî íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè-

÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîñíóåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà (i). Ïóñòü ε > 0 è {x : |x| ≤ ε} ⊂ U .

Ïîëîæèì q = min|x|=ε V (x). Ïî óñëîâèþ q > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå,

÷òî V (x) < q/2 ïðè |x| < δ. Ïóñòü òåïåðü x(t) � ðåøåíèå è |x(0)| < δ. Òàê êàê

d

dt
V (x(t)) = ⟨b(t, x(t)),∇V (x(t))⟩ ≤ 0,
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òî ôóíêöèÿ V (x(t)) íå âîçðàñòàåò è äëÿ âñåõ t > 0 âåðíî íåðàâåíñòâî V (x(t)) ≤
V (x(0)) < q/2. Ñëåäîâàòåëüíî, V (x(t)) ̸= q äëÿ âñåõ t > 0 è x(t) íå ìîæåò âûéòè èç

øàðà ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â íóëå.

Îáîñíóåì óòâåðæäåíèå ïóíêòà (ii). Òàê êàê V (x(t)) íå âîçðàñòàåò è ñóùåñòâóåò

ïðåäåë limt→+∞ V (x(t)) = α ≥ 0. Åñëè α = 0, òî x(t) → 0 ïðè t → +∞ è àñèìïòî-

òè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü äîêàçàíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α > 0. Ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå,

÷òî V (x) ≤ α/2 ïðè |x| < δ. Îòìåòèì, ÷òî ïî ïåðâîìó ïóíêòó ðåøåíèå x(t) óñòîé÷èâî

è íå ïîêèäàåò íåêîòîðóþ ε > 0 îêðåñòíîñòü íóëÿ. ßñíî, ÷òî δ ≤ |x(t)| ≤ ε. Ïîëîæèì

β = minδ≤|x|≤εW (x). Òîãäà

d

dt
V (x(t)) = ⟨b(t, x(t)),∇V (x(t))⟩ ≤ −β

è V (x(t)) ≤ V (x(0))− βt, ÷òî íåâîçìîæíî èç-çà íåîòðèöàòåëüíîñòè V . �

Òåîðåìà 12.2. Ïóñòü U � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, D ⊂ U è 0 ∈ ∂D. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî V ∈ C1(U), W ∈ C(U), ïðè÷åì V (x) > 0 è W (x) > 0 ïðè x ∈ D è

V (x) = 0 ïðè x ∈ ∂D. Åñëè ⟨b,∇V ⟩ ≥ W ïðè âñåõ x ∈ D è t ≥ 0, òî íóëåâîå ðåøåíèå

íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåøåíèå x(t) ñ x(0) ∈ D è x(0) /∈ ∂D íå ïîêèäàåò íåêî-

òîðóþ ε îêðåñòíîñòü íóëÿ. Ïîëîæèì K = {x : |x| ≤ ε, V (x) ≥ V (x(0))}. ßñíî, ÷òî
x(t) ∈ K äëÿ âñåõ t ≥ 0. Ïóñòü β = minK W > 0. Òîãäà V (x(t)) ≥ V (x(0)) + βt, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò îãðàíè÷åííîñòè V íà êîìïàêòå K. �

Ôóíêöèþ V íàçûâàþò ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà. Òèïè÷íûå ïðèìåðû â äâóìåðíîì ñëó-

÷àå: V (x) = x21 + x22 èëè V (x) = x21 − x22.

Ñëåäñòâèå 12.1. Ïóñòü b(t, x) = Ax + F (t, x), ãäå A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà è

lim|x|→0 supt |F (t, x)|/|x| = 0. Åñëè âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé A îòðèöàòåëüíû, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû ẋ = b(t, x) àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ìîæíî âçÿòü:

V (x) =

∫ +∞

0

∣∣∣eAtx
∣∣∣2 dt.

�

Âåðíî è îòðèöàòåëüíîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå èìååò ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, òî íóëåâîå ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ

óñòîé÷èâûì.

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöè-

åíòàìè

Ïóñòü X(t) � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëÿþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðå-

øåíèé äëÿ ẋ = Ax, ãäå A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X(0) = E. Òîãäà

ôàçîâûé ïîòîê ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëþ Ax çàäàåòñÿ òàê gt(y) = X(t)y. Îïðåäåëèòåëü

ìàòðèöû X(t) � îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî è ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ gt(y).
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Åñëè êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû A(t) ÿâëÿþòñÿ T - ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè,

òî çà ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ îòâå÷àåò îïåðàòîð ìîíîäðîìèè My = X(T )y. Íåñëîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íîëü ÿâ-

ëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé òî÷êîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ M . Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî

trA(t) = 0, òî â ñèëó ôîðìóëû Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî detM = 1 è îïåðàòîð ìî-

íîäðîìèè ñîõðàíÿåò îáúåì. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå î÷åíü ïðîñòî äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ

ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 12.2. Ïóñòü n = 2 è detM = 1. Åñëè |trM | < 2, òî íîëü ÿâëÿåò-

ñÿ óñòîé÷èâîé òî÷êîé äëÿ M . Åñëè |trM | > 2, òî íîëü íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé

òî÷êîé äëÿ M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |trM | < 2, òî M � ïîâîðîò. Åñëè |trM | > 2, òî ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿM âåùåñòâåííû, ðàçëè÷íû è â ïðîèçâåäåíèè äàþò 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíî

èç íèõ ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû. �
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