
Ìàòåðèàëû ê ñåìèíàðàì ïî ìàòàíàëèçó (òðåòèé ñåìåñòð)
1-ÿ è 2-ÿ íåäåëè (3�14.09.2018)

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ëåêöèé

Ëåêöèè 1�2. Ìåðà Ëåáåãà íà ïðÿìîé

1. Æåëàåìûå ñâîéñòâà (ñ÷¼òíàÿ àääèòèâíîñòü)
2. Ïðèìåð íåèçìåðèìîãî ìíîæåñòâà
3. Êîëüöî ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ
4. Âíåøíÿÿ ìåðà. Èçìåðèìûå ìíîæåñòâà
5. Àääèòèâíîñòü è ñ÷¼òíàÿ àääèòèâíîñòü ìåðû Ëåáåãà íà ïðÿìîé

Ïðèìåðíûå çàäà÷è ñåìèíàðîâ

Çàäà÷à 1.1. à) Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
àíàëîãó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà: A4B ⊂ (A4 C) ∪ (B 4 C).
á) Äîêàæèòå, ÷òî (A ∗B)4 (A′ ∗B′) ⊂ (A4A′) ∪ (B 4B′), ãäå ∗ îáîçíà÷àåò îäíó èç îïåðàöèé ∩, ∪, \
èëè 4.

Íåïóñòàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ êîëüöîì, åñëè îíà çàìêíóòà îòíîñèòåëü-
íî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè. Åñëè ýòî êîëüöî ñîäåðæèò X â êà÷åñòâå ñâîåãî
ýëåìåíòà, òî îíî íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Àëãåáðà, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî
ñ÷åòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé.

Çàäà÷à 1.2. Îáðàçóþò ëè àëãåáðó âñå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà îêðóæíîñòè? Âñå çàìêíóòûå ïîäìíî-
æåñòâà? Òå è äðóãèå âìåñòå?

Çàäà÷à 1.3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî E âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ � ýòî àëãåáðà, íî íå σ-àëãåáðà.

Çàäà÷à 1.4. Áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, ñòðîÿùååñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: âñå èíòåðâàëû ëåæàò â ýòîì ñåìåéñòâå, åñëè â í¼ì óæå ëåæàò ìíîæåñòâà A è B, òî â íåãî
âêëþ÷àþòñÿ è A ∩ B, A ∪ B, A \ B, à åñëè â í¼ì ëåæàò A1, A2, . . . , òî â íåãî âêëþ÷àåòñÿ è

⋃∞
n=1An.

Äîêàæèòå, ÷òî áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà îáðàçóþò σ-àëãåáðó.

Çàäà÷à 1.5. Äîêàæèòå, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî � áîðåëåâñêîå.

Çàäà÷à 1.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåííûå íà ëåêöèè ìíîæåñòâà Xj , j ∈ Z íà îêðóæíîñòè R/Z, (X0

âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïî îäíîé òî÷êè èç êàæäîãî ìíîæåñòâà {x+nα, n ∈ Z}, Xj = TαjX0 îáðàçóþò ðàçáèåíèå
îêðóæíîñòè, ïðè÷¼ì ëþáûå äâà èç íèõ ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïîâîðîòîì.

Çàäà÷à 1.7. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ìåðà íà êîëüöå ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ íà îêðóæíîñòè, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì 1�4 ëåêöèè 1, ñîâïàäàåò ñ äëèíîé (ñóììîé äëèí ïðîìåæóòêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ
ìíîæåñòâî).

Çàäà÷à 1.8. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé åñòü îáúåäèíåíèå áîðåëåâñêîãî
ìíîæåñòâà è ìíîæåñòâà ìåðû 0.

Çàäà÷à 1.9. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó
âñåõ ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà.

Çàäà÷à 1.10. Äîêàæèòå, ÷òî áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà èçìåðèìû ïî Ëåáåãó.

Çàäà÷à 1.11. Äîêàæèòå ÷òî ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà [0,1] ìåðû 0 îáðàçóþò σ-êîëüöî.

Çàäà÷à 1.12. Ïîñòðîéòå íèãäå íå ïëîòíîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà ïîëîæèòåëüíîé ìåðû.
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Çàäà÷à 1.13. Ïîñòðîéòå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà, èìåþùåãî ïîëíóþ ìåðó, ÿâëÿþùååñÿ ñ÷¼òíûì îáúåäè-
íåíèåì íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ. (Òàêîå ìíîæåñòâî ¾áîëüøîå¿ â ñìûñëå òåîðèè ìåðû è ¾ìàëåíüêîå¿
ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè.)

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâà, åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèå â àíàëèçå, â áîëüøèíñòâå
ñâîåì èçìåðèìû.

Çàäà÷à 1.14. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà èçìåðèìû ïî Ëåáåãó:
à) ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê C1-ãëàäêîé ôóíêöèè íà îòðåçêå;
á) ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé C1-ãëàäêîé ôóíêöèè íà îòðåçêå;
â) ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå;
ã*) ìíîæåñòâî òî÷åê äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå.
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