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Ëèñòîê 2.1

Ìåðà Ëåáåãà è õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü íà ïðÿìîé
ñðîê ñäà÷è 5 îêòÿáðÿ

Ìåðà Ëåáåãà

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ êîëüöîì, åñëè îíà çà-
ìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè. Åñëè ýòî êîëüöî ñîäåðõèò
X â êà÷åñòâå ñâîåãî ýëåìåíòà, òî îíî íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Àëãåáðà,
çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé.

Çàäà÷à 1. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî Eσ âñåõ ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ àëãåá-
ðîé? σ-àëãåáðîé?

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X îáðàçóåò àëãåáðó òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñèñòåìà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ýòèõ ìíîæåñòâ îáðàçóåò êîëüöî îòíîñèòåëüíî
îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ìåðà íà êîëüöå ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîé-
ñòâàì 1�4, ñîâïàäàåò ñ äëèíîé ìíîæåñòâà (ñóììîé äëèí ïðîìåæóòêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî).

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå òåîðåìó 2 ëåêöèè 1: Åñëè ìåðà Ëåáåãà ñóùåñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ äëèíîé íà
êëàññå ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ, òî îíà îïðåäåëåíà íà L è òîëüêî òàê, êàê îïèñàíî â ëåêöèè 1.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî, èçìåðèìîå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 6 ëåêöèè 1, (ñ ïîìîùüþ
âíåøíåé ìåðû) èçìåðèìî è â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4 (ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåíèÿ ýëåìåíòàðíûìè
ìíîæåñòâàìè).

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Çàäà÷à 7*. Íàéäèòå ìåðó Ëåáåãà ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà [0,1], ñîòîÿùåãî èç ÷èñåë, â äåñÿòè÷íîé
çàïèñè êîòîðûõ öèôðà 2 âñòðå÷àåòñÿ ðàíüøå, ÷åì öèôðà 3.

Çàäà÷à 8. Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåèçìåðèìîãî ìíîæåñòâà, ïëîòíîãî íà îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 9*. Áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè íà ïðÿìîé íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå, íà÷èíàÿ
ñ èíòåðâàëîâ, ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ, ðàçíîñòè äâóõ ìíîæåñòâ è îáú-
åäèíåíèÿ ñ÷¼òíîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñîâîêóïíîñòü áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èìååò
ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.
Óêàçàíèå. Áóäåì ñòðîèòü áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà ïî øàãàì: íà êàæäîì øàãå áåð¼ì îáúåäèíåíèÿ
ñ÷¼òíûõ íàáîðîâ ìíîæåñòâ, ïîñòðîåííûõ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ, ïîñëå ÷åãî çàìûêàåì ïîëó÷åííîå
ñåìåéñòâî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ∪, ∩, \. Íà øàãå ñ êàêèì ¾íîìåðîì¿ (êàê íóìåðóþòñÿ øàãè ñ
áåñêîíå÷íûìè ¾íîìåðàìè¿?) ìû ãàðàíòèðîâàííî íå ïîëó÷èì íè÷åãî íîâîãî?

Çàäà÷à 10*. Äîêàæèòå, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå íà âòîðîì øàãå ïðîöåäóðû, îïèñàííîé â óêàçàíèè ê
ïðåäûäóùåé çàäà÷å, âîçíèêàþò ìíîæåñòâà, êîòîðûå íåëüçÿ ïîñòðîèòü çà îäèí øàã ýòîé ïðîöåäóðû.
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Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü

Çàäà÷à 11*. Îöåíèòå ñâåðõó õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé, ñîñòîÿùåãî èç ÷èñåë
áåç äâóõ åäèíèö ïîäðÿä â òðîè÷íîé çàïèñè.

Çàäà÷à 12. Äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî d ∈ (0, 1] ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè
d íà ïðÿìîé.

Çàäà÷à 13*. Äëÿ ëþáîãî d ∈ (0, 1] ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè d íà ïðÿìîé.

Çàäà÷à 14. Âåðíî ëè, ÷òî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãî-
ìåîìîðôèçìå îòðåçêà, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ Ëèïøèöà?

Çàäà÷à 15*. Âåðíî ëè, ÷òî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãî-
ìåîìîðôèçìå îòðåçêà, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà?

Çàäà÷à 16*. Ïóñòü f � âåùåñòâåííàÿ ã¼ëüäåðîâà ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [0, 1] ñ ïîêàçàòåëåì α. Äîêà-
æèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊂ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ dimH f(X) ≤ dimH X

α
.

Çàäà÷à 17*. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Êàíòîðà (êàíòîðîâà ëåñòíèöà) íà îòðåçêå [0, 1] óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà è íàéäèòå åå ïîêàçàòåëü Ã¼ëüäåðà.

Çàäà÷à 18. Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùèìè çàäà÷àìè, íàéäèòå õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü êàíòîðîâà ñî-
âåðøåííîãî ìíîæåñòâà.


