
1 Ââåäåíèå: ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

1.1 Ââåäåíèå ê ââåäåíèþ

• Îðãàíèçàöèÿ êóðñà: áàçîâàÿ ÷àñòü (ÀÌ + Â.À.Ïîáåðåæíûé) êàê
ââåäåíèå ê îñíîâàì èíòåãðèðóåìîñòè (È.Ì.Êðè÷åâåð).

• Êóðñ ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè (Ìåõàíèêè! � Ñêîëòåõà): äàòü ïðåä-
ñòàâëåíèå îá èíòåðåñíûõ ïðîñòûõ çàäà÷àõ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè
- �èçáðàííûå ãëàâû� ...

• �Ìàòåìàòèêà - òî, ÷òî ìîæíî îáúÿñíèòü� (?), ôèçèêà - íàäî äóìàòü
â êàæäîì ñëó÷àå (âûäåëèòü ïðîñòóþ ñèñòåìó èç ñëîæíîé). Ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ êðàñîòà êàê îäèí èç êðèòåðèåâ �ïðàâèëüíîñòè� ôèçè-
÷åñêîé òåîðèè.

• Êóðñ êâàíòîâîé ìåõàíèêè - åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå!

• Ãëàâíîå - ðåøàòü è ñäàâàòü çàäà÷è! Ãîðàçäî âàæíåå, ÷åì ñëóøàòü
ëþáûå ëåêöèè. Ïî õîäó êóðñà ïëàíèðóþòñÿ êîíòðîëüíûå, èõ ÷èñëî
óòî÷íÿåòñÿ ...

• Ëèòåðàòóðà: Ëàíäàó-Ëèôøèö 1-é (è 2-é òîì?), Àðíîëüä (?), Äóáðîâèí-
Íîâèêîâ-Ôîìåíêî (ãë. 5).

1.2 Îáùèå ôèçè÷åñêèå ïðèíöèïû

• Ãëàâíàÿ öåëü ôèçèêè (â òîì ÷èñëå ìàòåìàòè÷åñêîé) - ðåøàòü ðå-
àëüíûå çàäà÷è, áîëåå åñòåñòâåííû, ÷àñòî ïîìîãàåò çäðàâûé ñìûñë
è ò.ï.

• Âñå îñíîâûâàåòñÿ íà íåêîòîðûõ îáùèõ ïðèíöèïàõ, ïîñòóëàòàõ - èõ
ïðèíÿòî ñ÷èòàòü åñòåñòâåííûìè, ðåçóëüòàò íàáëþäåíèé (ïîêà îïûò
íå ïîêàæåò íå÷òî ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíîå). Ôèçè÷åñêèå ïîñòóëàòû
- àíàëîã ìàòåìàòè÷åñêèõ àêñèîì.

• Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà - èìååò äåëî ñ ïðîñòûìè êîíñòðóêöèÿìè,
÷àñòî �íè÷åãî äðóãîãî ïðîñòî íåëüçÿ íàïèñàòü� ...
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• ßâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì áîëüøèíñòâà çàäà÷ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè
(ïðÿìàÿ ñâÿçü ñ ãåîìåòðèåé êîìïëåêñíûõ êðèâûõ, ñèìïëåêòè÷åñêîé
ãåîìåòðèåé, ãðóïïàìè è àëãåáðàìè Ëè èòä). Â êóðñå áóäóò óïîìÿíó-
òû ñîâñåì ñîâðåìåííûå (íî î÷åíü ïðîñòûå âåùè): êëàñòåðíûå àëãåá-
ðû (òî÷íåå ïóàññîíîâû êëàñòåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ), èíòåãðèðóåìûå
ñèñòåìû Âèòòåíà-Çàéáåðãà èòï.

1.3 Êàðòèíû ìèðà

Êèíåìàòèêà:

• Îïèñàíèå ñèñòåìû: îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ({q} èëè {x}), èõ êî-
ëè÷åñòâî � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû;

• Îáîáùåííûå ñêîðîñòè èëè èìïóëüñû ({ẋ} èëè {p});

• (x, ẋ, ẍ, . . .) = (x, dx
dt
, d

2x
dt2

, . . .)

Äèíàìèêà:

• �Êàðòèíà Òåéëîðà�: x(t) =
∑∞

n=0
x(n)(t0)

n!
(t− t0)

n;

• Îäíàêî (È.È.Íüþòîí): ẍ = f(x, ẋ) = 1
m
F (x, ẋ), îòêóäà âçÿòü ïðà-

âóþ ÷àñòü?

• Îòâåò íà ýòî â Ëàãðàíæåâîé è Ãàìèëüòîíîâîé êàðòèíå äàåò ïðèí-
öèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.

1.4 Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ (èëè ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà) - íå ñëå-
äóåò íèîòêóäà.

S =

∫ T

0

L(q, q̇; t)dt = S[q, q̇;T ], (1)

• Íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë îò òðàåêòîðèé (äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ), îòîá-
ðàæåíèé îòðåçêà â ìíîãîîáðàçèå q : [0, T ] 7→ M ≃ RD;
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• Çàâèñèò òîëüêî îò (îáîáùåííûõ) êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé, ãëàäêèå
òðàåêòîðèè - �áîëüøèå ñèñòåìû�, S ≫ ~;

• Íà òðàåêòîðèÿõ íåîáõîäèìî δS = 0,

δS = S[q + δq, q̇ + δq̇;T ]− S[q, q̇;T ] (2)

ïðè ìàëûõ δq(t) (è δq̇(t) = d
dt
δq(t)).

Èç âàðèàöèè äåéñòâèÿ ñëåäóþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå
òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (â ïðîñòðàíñòâå êîíôèãóðàöèé èëè îáîáùåííûõ êî-
îðäèíàò):

δL = L[q + δq, q̇ + δq̇; t]− L[q, q̇; t] ≃ ∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i =

=

(
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

))
δqi +

d

dt

(
∂L

∂q̇i
δqi

) (3)

(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå!) èëè æå
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå èíòåãðèðóåòñÿ ïî ÷àñòÿì:∫ T

0

dt
∂L

∂q̇i
δq̇i =

∂L

∂q̇i
δqi

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

dt δqi
d

dt

∂L

∂q̇i
(4)

Åñëè ìû êàê-òî çàíóëèì ãðàíè÷íûé ÷ëåí (ñóùåñòâåííåéøàÿ ÷àñòü �
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ! � ýòî ìîæíî äåëàòü ñîâñåì ïî-ðàçíîìó): íàïðèìåð,
δq|0,T = 0, òîãäà íà ýêñòðåìàëè (â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âàðèàöèè δq(t)
ïðè 0 < t < T )

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=

∂L

∂qi
, i = 1, . . . , dimM (5)

ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà èëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ëàãðàí-
æåâîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà: ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (5) ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ q(0) = q0, q(T ) = q1 çàäàþò åäèíñòâåííóþ òðàåêòîðèþ (êàê ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà!) íà êîòîðîé ôóíêöèî-
íàë äåéñòâèÿ S[q, q̇;T ] = S(q0, q1;T ) åñòü ÷èñëî (ôóíêöèÿ îò òðåõ âåëè-
÷èí) � ìèíèìàëüíîå ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî: î÷åâèäíî (?!). Åñëè, êîíå÷íî, ïðåäâàðèòåëüíî ñäàòü
êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(q, q̇; t):

• Çàâèñèò îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ (ôóíê-
öèÿ íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM?). Âîîáùå ãîâîðÿ ýòî íå âñåãäà
òàê - ïðèçíàê ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ...

• Îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè: ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî L(q, q̇; t) è L̃(q, q̇; t) = L(q, q̇; t) + d

dt
φ(q, t) äàþò îä-

íè è òå æå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ñîâïàäàåò ñ
òî÷íîñòüþ äî ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ).

• Àääèòèâíà äëÿ ñèñòåìû èç äâóõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîäñèñòåì.

1.5 Ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà

Ñâîáîäíîå äâèæåíèå (ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè)

Lfree(q, q̇; t) = Lfree(q̇) = l(q̇2) = 1
2
mq̇2 (6)

Óðàâíåíèÿ ÝË äëÿ L = Lfree

d

dt

∂L

∂q̇i
=

∂L

∂qi
= 0

d

dt

∂L

∂q̇i
= mq̈i = 0

(7)

ñ î÷åâèäíûì ðåøåíèåì

q = q0 + vt = q0 +
q1 − q0

T
t (8)

ãäå ìû çàîäíî ïðîâåðèëè è àääèòèâíîñòü (äëÿ íåñêîëüêèõ êîîðäèíàò
Lfree =

∑
i
1
2
mq̇2i , äëÿ íåñêîëüêèõ ñâîáîäíàõ ÷àñòèö Lfree =

∑
a,i

1
2
maq̇

2
a,i =∑

a
1
2
maq̇

2
a).

Òóò ìîæíî óæå íà÷èíàòü �öåïëÿòüñÿ�, íî:

• Íà ïåðâîì øàãå äåéñòâèòåëüíî î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
çàâèñèò òîëüêî îò ñêîðîñòåé q̇ = v, à çíà÷èò d

dt
∂L
∂v

= 0, ò.å. ∂L
∂v

=
const, à çíà÷èò v = const ïðè ëþáîé ôóíêöèè L(v) = l(v2).
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• Ëèíåéíîñòü ôóíêöèè l(v2) ñëåäóåò èç ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè
Ãàëèëåÿ: óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-
çîâàíèé t 7→ t, q 7→ q′ = q + V t ñ ïîñòîÿííîé V � ñêîðîñòüþ äâèæå-
íèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ýòîì v 7→ v + V , è ïðè
ìàëûõ V

L′ = L(v + V ) = l(v2 + 2vV + V 2) ≃ l(v2) + l′(v2)2vV =

= L(v) +
d

dt
φ(q)

(9)

îòëè÷àþòñÿ íà ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ (ò.ê. îáÿçàíû äàâàòü îäíè è òå
æå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ!) òîëüêî ïðè ëèíåéíîé l(v2) = 1

2
mv2.

• Íàêîíåö, äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû äåéñòâèå S = 1
2

∫ T

0
dt mv2 = 1

2
mT ⟨v2⟩,

ò.å. ñðåäíèé êâàäðàò ñêîðîñòè íà òðàåêòîðèè, î÷åâèäíî ìèíèìàëü-
íî íà ðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÝË � äâèæåíèè ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ v = ⟨v⟩ = q1−q0

T
, ïîñêîëüêó

⟨(v − ⟨v⟩)2⟩ = ⟨v2⟩ − ⟨v⟩2 ≥ 0 (10)

à çíà÷èò
S = 1

2
mT ⟨v2⟩ ≥ 1

2
mT ⟨v⟩2 (11)

áîëüøå ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè äåéñòâèÿ íà òðàåêòîðèè ïðè ëþáîì
v ̸= ⟨v⟩.

1.6 Ïðèìåðû äðóãèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì

À ÷òî åùå ìîæíî íàïèñàòü? Âîîáùå ãîâîðÿ:

L(q, q̇) = −U(q) + Ai(q)q̇i +
1
2
gij(q)q̇iq̇j + . . . (12)

ïðîñòî ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì ïðîèçâîäíûõ ñ ëþáûìè çàäàííûìè íà
M �ôóíöèÿìè� U(q), {Ai(q)}, {gij(q)}.

• ×ëåíû âûøå êâàäðàòè÷íûõ ïèñàòü "íå íóæíî"(?!) - íåñóùåñòâåííû
ïðè ìåäëåííûõ èçìåíåíèÿõ;

• Â òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû áûëî U =
0, Ai = 0 è gij(q) = δij, ÷òî ëåãêî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ åâêëèäîâîé
ìåòðèêîé â M = Rn.
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• Âîîáùå ãîâîðÿ: U(q) - ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ (ïî÷å-
ìó çíàê ìèíóñ?), Ai(q) - âåêòîð-ïîòåíöèàë (ìàãíèòíîå ïîëå - ïîêà
ïðî íåãî çàáóäåì, ò.å. ïóñòü ïîêà Ai = 0), gij(q) - ìåòðèêà íà �êðè-
âîì� M , èëè ïðîñòî â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ìîæíî ëè ïîëîæèòü âìåñòî ýòîãî gij(q) = 0?

• ×àñòè÷íûé (íî ÿðêèé!) îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåòñÿ ïðèìåðîì Äè-
ðàêà: L(q, q̇, t) = q, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ ... 1 = 0, ò.å.
íå ëþáàÿ ôóíêöèÿ íà TM èìååò ñìûñë ôóíêöèè Ëàãðàíæà;

• Íåìíîãèì ëó÷øå ïðèìåð L(q, q̇, t) = q̇, ñ ëàãðàíæèàíîì � ïîëíîé
ïðîèçâîäíîé, ò.å. îòñóòñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ è äåé-
ñòâèåì S = q1 − q0 íà ëþáîé òðàåêòîðèè q(t). Âïðî÷åì, èíîãäà
òàêèå òåîðèè íàçûâàþòñÿ ... òîïîëîãè÷åñêèìè (è íà ýòó òåìó ÷èòà-
åòñÿ ìíîæåñòâî êóðñîâ, íàïðèìåð - ó íàñ íà ìàòôàêå).

Óñëîæíèì ïðèìåð Äèðàêà: ïóñòü L(q, q̇, t) = −U(q). Òîãäà ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ dU = 0 ÿâëÿåòñÿ q(t) = q∗ = const ôèêñèðîâàííûé
(äèíàìèêè íåò!) íàáîð êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè U(q) íà ìíîãîîáðà-
çèè M . Ñèòóàöèÿ, îäíàêî, ñòàíîâèòñÿ íåòðèâèàëüíîé, êîãäà óñëîâèå

∂L

∂q̇i
= 0, i = 1, . . . ,m < n (13)

íåçàâèìîñòè îò ñêîðîñòåé âûïîëíÿåòñÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ. Òîãäà óðàâ-
íåíèÿ ÝË ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì ïðåâðàùàþòñÿ â óðàâíåíèÿ
ñâÿçåé

∂L

∂qi
= 0, i = 1, . . . ,m < n (14)

ìàêñèìóì ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, è ïðè óäà÷å èõ ìîæíî ïðîñòî ðàç-
ðåøèòü îòíîñèòåëüíî q1, . . . , qm, ò.å. ñîêðàòèòü ÷èñëî ðåàëüíûõ ñòåïåíåé
ñâîáîäû íà m < n.

Ïóñòü, íàêîíåö, M = RD, gij(q) = mδij, òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â
îáùåì ñëó÷àå

∂L

∂qi
= −∂U

∂qi
+ ∂iAj q̇j,

∂L

∂q̇i
= mq̇i + Ai(q)

mq̈i = −∂U

∂qi
− Fij q̇j = fi(q, q̇; t),

Fij = ∂iAj − ∂jAi

(15)
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ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 2-é çàêîí Íüþòîíà äëÿ ñèëû â ïîòåíöèàëüíîì f =
−∂U

∂q
(çíàê � ïðîñòî ñîãëàøåíèå!) è â ìàãíèòíîì ïîëÿõ (ñèëà Ëîðåíöà).

• Çàêîí Íüþòîíà - óòâåðæäåíèå, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà îïèñû-
âàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè 2-ãî ïîðÿäêà: ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ å¼ êîîðäèíàòàìè è ñêîðîñòÿìè (èìïóëüñà-
ìè), âçàèìîäåéñòâèå çàâèñèò íèõ æå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå âû÷èñëÿåò óñêîðåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì è çàäàåò
(îäíîçíà÷íî!) ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìå-
íè.

• Âèä åñòåñòâåííûõ â ïðèðîäå âçàèìîäåéñòâèé ïî÷òè îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ïðîñòûìè ñâîéñòâàìè äåéñòâèÿ - áîëüøå ïðàêòè÷åñêè íè-
÷åãî íåëüçÿ íàïèñàòü! Áîëåå ñëîæíûå ÿâëåíèÿ - ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü
îò âðåìåíè è ò.ï. - áîëåå õàðàêòåðíû äëÿ �íåýëåìåíòàðíûõ� ñèñòåì.
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