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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ëåêöèé

Ëåêöèè 3�4. Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü. Èçìåðèìûå ôóíêöèè

1. Îïðåäåëåíèå õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè

2. Å¼ ïîâåäåíèå ïðè ëèïøèöåâûõ è ã¼ëüäåðîâûõ îòîáðàæåíèÿõ

3. Êàíòîðîâà ëåñòíèöà

4. Èçìåðèìûå ôóíêöèè

5. Ñõîäèìîñòü ïîòî÷å÷íî, ïî÷òè âñþäó

Ïðèìåðíûå çàäà÷è ñåìèíàðîâ

Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü

Çàäà÷à 2.1. Äîêàæèòå òåîðåìó 1 ëåêöèè 3: Ìåðà Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà X, md(X), êàê ôóíêöèÿ îò d
âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñóùåñòâóåò d∗ ≤ 0:

∀d > d∗, md(X) = 0; ∀d < d∗, md(X) =∞.

Çàäà÷à 2.2. Äîêàæèòå òåîðåìó 2 ëåêöèè 3: Ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà íà îòðåçêå [0, 1]
èìååò õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü 1.

Çàäà÷à 2.3. Ðàñïðîñòðàíèòå 2 îïðåäåëåíèÿ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè íà ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè è

äîêàæèòå èõ ýêâèâàëåíòíòîñòü.

Çàäà÷à 2.4. Îöåíèòå ñâåðõó õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà.

Çàäà÷à 2.5. Îöåíèòå ñâåðõó õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé:

à) ÷èñåë áåç 7 â 16-ðè÷íîé çàïèñè;

á) ÷èñåë áåç 7 è 9 â 16-ðè÷íîé çàïèñè.

Çàäà÷à 2.6. Äëÿ ëþáîãî d ∈ (0, 1] ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè d íà ïðÿìîé.

Çàäà÷à 2.7. ×åìó ðàâíà õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè?

Çàäà÷à 2.8. Ñóùåñòâóþò ëè íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè áîëüøå 2?

Çàäà÷à 2.9. Äîêàæèòå, ÷òî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà íå ìåíÿåòñÿ ïðè äèô-

ôåîìîðôèçìå îòðåçêà.

Çàäà÷à 2.10. Âåðíî ëè, ÷òî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãîìåî-

ìîðôèçìå îòðåçêà, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ Ëèïøèöà?

Èçìåðèìûå ôóíêöèè

Çàäà÷à 2.11. Ïóñòü f : [0, 1] → R. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé èçìåðèìîñòè

ôóíêöèè f :
à) äëÿ ëþáîãî c ∈ R ìíîæåñòâî {x : f(x) < c} èçìåðèìî;
á) äëÿ ëþáîãî c ∈ R ìíîæåñòâî {x : f(x) ≤ c} èçìåðèìî;
â) äëÿ ëþáîãî c ∈ R ìíîæåñòâî {x : f(x) > c} èçìåðèìî;
ã) äëÿ ëþáîãî c ∈ R ìíîæåñòâî {x : f(x) ≥ c} èçìåðèìî;
ä) äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂ R ìíîæåñòâî f−1(B) èçìåðèìî.
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Çàäà÷à 2.12. Ïóñòü fn : [0, 1]→ R, n ∈ N, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Äîêàæèòå, ÷òî

ñëåäóþùèå ôóíêöèè òàêæå èçìåðèìû:

à) max(f1, f2) è min(f1, f2);
á) sup

n
(fn) è inf

n
(fn), ïðè óñëîâèè ÷òî |fn(x)| < C(x) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè C : [0, 1]→ R.

Çàäà÷à 2.13. à) Ïóñòü f : [0, 1] → R�èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f2 òàêæå èçìå-

ðèìà.

á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåèçìåðèìîé ôóíêöèè, êâàäðàò êîòîðîé èçìåðèì.

Çàäà÷à 2.14. Ïóñòü ôóíêöèè f, g : [0, 1]→ R�èçìåðèìû. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè òàêæå

èçìåðèìû:

à) f ± g; á) fg; â) f/g, ïðè óñëîâèè ÷òî ôóíêöèÿ g íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Çàäà÷à 2.15. Ïóñòü (fn)�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

à) Ïóñòü fn(x)→ f(x) ïðè n→∞ äëÿ êàæäîãî x. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f èçìåðèìà.

á) Ïóñòü fn(x)→ f(x) ëèøü ïî÷òè âñþäó. Äîêàæèòå, ÷òî f òåì íå ìåíåå èçìåðèìà.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê x, ãäå ïðåäåë lim
n→∞

fn(x) ñóùåñòâóåò, èçìåðèìî.

Çàäà÷à 2.16. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : (0, 1)→ R èçìåðèìà. Äîêàæèòå, ÷òî

à) ìíîæåñòâî òî÷åê x, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò (êîíå÷íàÿ) ïðîèçâîäíàÿ f ′(x), èçìåðèìî.
á) ôóíêöèÿ f ′ èçìåðèìà, åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (0, 1).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : [0, 1]→ R íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ (èëè áîðåëåâñêîé), åñëè äëÿ

ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂ R ìíîæåñòâî f−1(B) òàêæå ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì.

Çàäà÷à 2.17. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé, à âñÿêàÿ áîðåëåâñêàÿ

ôóíêöèÿ èçìåðèìà.

Çàäà÷à 2.18. à) Ïîñòðîéòå ãîìåîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé êàêîå-íèáóäü ìíîæåñòâî ìåðû íîëü â íåèç-

ìåðèìîå ìíîæåñòâî.

Óêàçàíèå: ¾Ïîäêðóòèòå¿ êàíòîðîâó ëåñòíèöó.

á) Ïîñòðîéòå èçìåðèìóþ, íî íå áîðåëåâñêóþ, ôóíêöèþ.

Çàäà÷à 2.19. Ïóñòü ôóíêöèè f1, f2 � áîðåëåâñêèå, à ôóíêöèè g1, g2 �èçìåðèìûå. ×òî ìîæíî ñêàçàòü

ïðî èçìåðèìîñòü ïî Ëåáåãó è Áîðåëþ ôóíêöèé f1 ◦ f2, f1 ◦ g1, g1 ◦ f1, g1 ◦ g2?

Çàäà÷à 2.20*. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé áîðåëåâñêîé ôóíê-

öèè (ò.å. ñîâïàäàåò ñ íåé âåçäå, êðîìå ìíîæåñòâà ìåðû íîëü).

Çàäà÷à 2.21 (C-ñâîéñòâî Ëóçèíà)*. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [0, 1]→ R èçìåðèìà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F ⊂ [0, 1] òàêîå, ÷òî µ(F ) > 1−ε, ãäå µ îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà,
è ÷òî îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâî F íåïðåðûâíî.
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