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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ëåêöèé

Ëåêöèè 5�6. Ðàçëè÷íûå âèäû ñõîäèìîñòè. Èíòåãðàë Ëåáåãà

1. Àëãåáðà èçìåðèìûõ ôóíêöèé
2. Ñõîäèìîñòü ïîòî÷å÷íàÿ è ïî÷òè âñþäó. Èçìåðèìîñòü ïðåäåëüíîé ôóíêöèè
3. Òåîðåìà Åãîðîâà
4. Òåîðåìà Ëóçèíà
5. Àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ ïðîñòûõ ôóíêöèé. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà è åãî ñóùåñòâîâàíèå äëÿ

îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé
6. Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà: ëèíåéíîñòü, àääèòèâíîñòü, àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Ïðèìåðíûå çàäà÷è ñåìèíàðîâ

Ðàçëè÷íûå âèäû ñõîäèìîñòè

Çàäà÷à 3.1. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé, ñõîäÿùåéñÿ ê íóëþ, íî íå ðàâíîìåðíî.

Çàäà÷à 3.2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) = xn íà
îòðåçêå [0; 1].

Çàäà÷à 3.3. Äîêàçàòü, ÷òî äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî ìåðû
Ëåáåãà òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè òîæäåñòâåííî ðàâíû.

Çàäà÷à 3.4. Ïîñòðîèòü èçìåðèìóþ ïî Ëåáåãó ôóíêöèþ íà îòðåçêå, íå ýêâèâàëåíòíóþ íèêàêîé íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè.

Çàäà÷à 3.5. Èçâåñòíî, ÷òî fn ñõîäèòñÿ ê f ïî÷òè âñþäó è fn ñõîäèòñÿ ê g ïî÷òè âñþäó. Äîêàçàòü, ÷òî
f ýêâèâàëåíòíà g.

Çàäà÷à 3.6. Ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn : [0; 1]→ R, ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ ïî ìåðå, äëÿ
êîòîðîé lim fn(x) íå ñóùåñòâóåò íè â îäíîé òî÷êå x.

Çàäà÷à 3.7. Èçâåñòíî, ÷òî fn ñõîäèòñÿ ê f ïî ìåðå è fn ñõîäèòñÿ ê g ïî ìåðå. Äîêàçàòü, ÷òî f
ýêâèâàëåíòíà g.

Ñëåäóþùèå 2 çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ âûäàâàòü ïî î÷åðåäè íàèáîëåå ñèëüíûì ñòóäåíòàì.

Çàäà÷à 3.8. Âñÿêàÿ èçìåðèìàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó ïðåäåëîì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè fn íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à 3.9*. Âñåãäà ëè ìîæíî ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáðàòü ìîíîòîííîé?

Çàäà÷à 3.10. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ (ò.å. ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íå áîëåå ñ÷åòíîãî ìíîæå-
ñòâà çíà÷åíèé) èçìåðèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èçìåðèìû âñå åå ìíîæåñòâà óðîâíÿ. Âåðíî ëè ýòî
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé?

Çàäà÷à 3.11. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðàâíîìåð-
íîãî ïðåäåëà èçìåðèìûõ ïðîñòûõ ôóíêöèé.
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Èíòåãðàë Ëåáåãà

Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ íàïîìíèòü îïðåäåëåíèå ñóììèðóåìîé ïðîñòîé ôóíêöèè.

Çàäà÷à 3.12. Ëþáàÿ ëè ôóíêöèÿ [0; 1]→ R, ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 è 1, ñóììèðóåìà?

Çàäà÷à 3.13. Ëþáàÿ ëè èçìåðèìàÿ ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ [0; 1]→ R ñóììèðóåìà?

Çàäà÷à 3.14. Íàéòè èíòåãðàë Ëåáåãà
∫

[0;1] fdµ ôóíêöèè f : [0; 1] → R, çàäàííîé ôîðìóëàìè f(0) = 0

è f(x) = (−1)n2n+1/n ïðè êàæäîì x ∈ ( 1
2n+1 ; 1

2n ], ãäå n = 0, 1, 2, . . . .

Çäåñü óìåñòíî íàïîìíèòü îïðåäåëåíèå ñóììèðóåìîé ôóíêöèè ÷åðåç ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïðîñòûõ.

Çàäà÷à 3.15. Âû÷èñëèòå
∫

[0,1] x dx (ñíà÷àëà ïî îïðåäåëåíèþ, ïîòîì ïîëüçóÿñü ñëåäóþùåé çàäà÷åé).

Çäåñü óìåñòíî íàïîìíèòü/ðàçîáðàòü çàäà÷ó 3.11.

Çàäà÷à 3.16. Ïóñòü µ(E) <∞ è f � ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà E. Äîêàçàòü, ÷òî∫
E
fdµ = lim

∆(P )→0

∑
k

ξkµ({x ∈ E : ak < f(x) < ak+1}),

ãäå P = {ak} � ðàçáèåíèå âåùåñòâåííîé îñè, ∆(P ) = supk |ak − ak+1| � äèàìåòð ðàçáèåíèÿ P , à {ξk}
� ëþáîé íàáîð òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ξk ∈ [ak, ak+1]. (Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè íàçûâàåòñÿ
èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ëåáåãà.)

Çàäà÷à 3.17. Åñëè f(x) ≤M ïî÷òè âñþäó íà è µ(E) <∞, òî |
∫
E fdµ| < Mµ(E).

Çàäà÷à 3.18. Äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë îò íåîòðèöàòåëüíîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè f ïî ëþáîìó èçìå-
ðèìîìó ìíîæåñòâó E ⊂ [0; 1] íåîòðèöàòåëåí è ðàâåí íóëþ òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) = 0 ïî÷òè âñþäó
íà E.

Çàäà÷à 3.19. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b ôóíêöèÿ f(x) = xa sinb x, îïðåäåëåííàÿ íà
ïîëóèíòåðâàëå (0; 1],

à) ñóììèðóåìà,
á) íåñîáñòâåííî èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó?

Çàäà÷à 3.20*. Ïóñòü µ(E) <∞. Äîêàçàòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f íà E ñóììèðó-
åìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=0

2nµ({x ∈ E : f(x) ≥ 2n}).

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 3.21. Äîêàçàòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà íà E òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ôóíêöèé g, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî ìîäóëþ f , èíòåãðàëû

∫
E gdµ îãðàíè-

÷åíû îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé.

Çàäà÷à 3.22. Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f ïîëîæèì f+(x) = (f(x)+|f(x)|)/2, f−(x) = (|f(x)|−
f(x))/2. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììèðóåìû ôóíêöèè f+(x)
è f−(x).

Çàäà÷à 3.23. Äîêàçàòü, ÷òî èçìåðèìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà supE

∫
E fdµ <∞, ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìíîæåñòâàì E êîíå÷íîé ìåðû, íà êîòîðûõ

ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Çàäà÷à 3.24*. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b] èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà îãðàíè÷åíà è ïî÷òè âñþäó íåïðåðûâíà.
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