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Çàäà÷à 1. Äîïóñòèì, ÷òîK ñîäåðæèò ðîâíî n êîðíåé èç 1 ñòåïåíè n. Äî-
êàæèòå, ÷òî ëþáîå ðàñøèðåíèå Ãàëóà L ⊃ K, ñ ãðóïïîé Ãàëóà èçîìîðôíîé
Z/nZ, èìååò âèä L = K( n

√
a), äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ K. (Ïóñòü σ - îáðàçóþ-

ùàÿ ãðóïïû Ãàëóà, à ε - ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç 1 ñòåïåíè n. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0 6= α ∈ L òàêîé, ÷òî σ(α) = εα.)

Çàäà÷à 2. Ïóñòü K - ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, à f(x) ∈ K[x] - íåïðè-
âîäèìûé ïîëèíîì. Íà ëåêöèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè óðàâíåíèå f(x) = 0
ðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ, òî ãðóïïà Ãàëóà ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ f(x) ðàçðåøèìà.
Äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ãðóïïà Ãàëóà ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ f(x)
ðàçðåøèìà, òî óðàâíåíèå f(x) = 0 ðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü L ⊃ K - ïðîèçâîëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ u1, u2, · · · , un ∈ L íàçûâàåòñÿ áàçèñîì òðàíñöåíäåíòíîñòè L íàä
K, åñëè u1, u2, · · · , un àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä K è L ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ K(u1, u2, · · · , un).
(a) Ïóñòü u1, u2, · · · , un - áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè L íàä K, à v ∈ L - ýëå-
ìåíò, òðàíñöåíäåíòíûé íàä K(u2, u3, · · · , un). Äîêàæèòå, ÷òî
v, u2, · · · , un - òàêæå áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî âñå áàçèñû òðàíñöåíäåíòíîñòè L íàä K (åñëè îíè ñóùå-
ñòâóþò) ñîäåðæàò îäíî è òî æå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü K = F (u0, u1 · · · , un−1) - ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
íàä íåêîòîðûì ïîëåì F . Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíà f(x) = xn+un−1x

n−1+ · · ·+u0 ∈ K[x] èçîìîðôíà Sn. Â ÷àñòíîñòè,
ïðè n > 4, îáùåå óðàâíåíèå ñòåïåíè n íåðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü L - ïîëe ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K[x] èç çàäà÷è
4, à αi ∈ L , (i = 1, 2, · · · , n), - êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) â ïîëå L. Äîêàæèòå,
÷òî ïðè ëþáîì n > 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîäðàñøèðåíèå L ⊃ F ⊃ K
òàêîå, ÷òî [F : K] = 2. Áîëåå òîãî, F = K(

√
D), ãäå D - äèñêðèìèíàíò

ìíîãî÷ëåíà f(x):

D =
∏
i<j

(αi − αj)
2.

Çàäà÷à 6. (à) Äîêàæèòå, ÷òî äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà f(x) = x3 +
px+ q ðàâåí −4p3 − 27q2.
(á) Ñóùåñòâóåò ëè íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèåQ ⊂ F ⊂ R òàêîå, ÷òîGal(F/Q) '
Z/3Z?


